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— liti triangolo aia (ottante e fia eguale a quella dei nu- 

/ \ meri x, y, i e posti ai rertìci, 

B / \ C 

•i • È aoMonte cSt, rono «MH^niii, ,i Ab ^HcU•^.■ 

/ \ 1' chi la lOMma di tulli i funeri, tet/lUmli gurtli pati ai wrtlei 
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al quala Inviamo il premio promesso. 

Sono degne di noto le rÌ8olo!Ìoni del Big. Parai o della sìa.-' Pallia» 


. 


Si deva avere 





a + fc + c + d + . + /■--. 



CORRISPONDENZA TRA II TEOREMA M " LIGIDRE „ E OCELLO DI " STEWART „ 



E TRA I LORO CONTRARI 



iVì »^ r^ 



^ 



}'}IcClL^ 



Mi propongo di mostrare come per mezzo della teoria delle figui^ 
inverse, tanto feconda di applicazioni, si possono far dipendere Tuno 
dalTaltto i noti teoremi di Leoenore e di Stewart, e, qnando sussi- 
stono, i loro contrari; nello stesso modo che il teorema di Tolomeo 
(o il suo contrario) si può far dipendere dalla relazione tra le distanze 
di tre punti in linea retta (o non in linea retta). (^) 

!Non ho modo ora di riscontrare se le poche considerazioni che 
sto per svolgere siano tutte nuove; ritengo però cho quella parte di 
questa nota che è in relazione con quanto esposi nelTarticolo Su una 
proprietà del quadrangolo convesso, (*) nel quale diedi maggiore esten- 
sione al teorema contrario di quello di Legendre, non sia stata trat- 
tata da altri. 

Com'è noto, se N è il centro d'inversione; se A, B, C, ... , sono 
punti di una figura e A', B', C, . . . , sono i punti corrispondenti della 
figura inversa, si ha 



N A . N A'=- p" ; 
p\kB . 



A'B'= 



NB.NB==p';... 

p^Bc . 



NA.NB' 



B'C'= 



NB.NC 



1 > 



ABN = B'A'N;... 



e, com'è pur noto, ad una circonferenza corrisponde in generale una 
circonferenza; ad una circonferenza passante per N corrisponde una 
retta parallela alla tangente in N alla circonferenza data, e vice- 
versa. (*) . 

Ciò premesso, sia ABCD un quadrangolo convesso inscritto in una 
circonferenza, e si costruisca la figura inversa, prendendo il punto A 
per centro d'inversione. I punti B', C, D' corrispondenti rispettiva- 
mente a B, C, D saranno in linea retta (C sarà compreso tra B' e D') 
e si avrà 



AB = 



AB 



f » 



AC = 



BC = 



p'. B'C 



AB'. AC 



M ♦ 



CD = 



AG" 

p". CD' 

AC . AD 



AD = 



t 1 



BD = 



AD" 

p\ B'D' 



AB', AD' • 



Ora, nel quadrangolo ABCD, pel teorema dì Laobange, si ha 
AB.BC.AC + CD.AD.AC = BC.CD.BD + AB.AD,BD.n 



(1) V. per es. Baltzeb, PlanimetHa, 1867. pag. 192 e 194. 
(S) y. * Supplemento al Periodico di Matematica ,, Anno VI» fase. IV. 

(') V. Baltzbb, {. e., pag. 187 e seg. e Lazzebi, Teoria g$ometriea dell'inversione, * Periodico di 
Matematica,, Anno XV, pag. 137 e seg. 

{*) y. nota citata "Supplemento al Periodico di Matematica.. Anno VI, fase. IX. 
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Sostituendo iii questa egiiHglisiiza in luogo di AB, BO,... t vaioli 
dati precedentemente, dopo facili riduzioni, si ricava 

B'C. AD" + C'D\ AB • = B'D'. AC + B'C. CD'. B'D', 

che ea^i'ime il noto teorema di Stewart. 

Reciprocamente, dui teorema di Stewart potrebbe esser ricavato 
nello stesso modo il teorema di Legendre. 



Se nel quadrangolo convesso ABCD la somma dei due angoli op- 
posti ABC, ODA è maggiore della somma degli altri due, si ha 



BD^ AB.BC+DA.DC ^' 
osata 

AB . BC . AC + CD . AD . AC> BC . CD . BD + AB . AD . ED. 

Se Bì costruisce la fìyura inversa prendendo il punto A per centro 
d'inversione, dalla precedente relazione si ricava l'altra 

B'C. AD" + CD'. AB* > B'D'. AC* + B'C. CD'. B'D'. 

Ora osserviamo che, poiché per ipotesi la somma ABC-|-GDA è 
maggiore di due retti, sarà anche ACB'-|- AC'D' maggiore di due 
retti; perciò il quadrangolo AB'C'D' e concavo (non intrecciato), e C 
è il vertice dell'angolo concavo. E poiché, reciprocamente, se AB'C'D' 
è mi quadrangolo concavo qualunque (non intrecciato) e C è il ver- 
tice dell'angolo concavo, il quadrangolo ABCD risulta convesso e la 
somma dei due angoli ABC, CDA è maggiore di due retti, possiamo 
concludere: 

* Se AB'C'D' è un quadrangolo concavo qualunque (non intrecciato) 
e C è il vertice dell'angolo concavo si ha 

B'C. AD" + G-D: AB" > B'D'. AC"+ B'C. CD'. B'D' ,. 

Prof. C. ClAUBERLlKl. 



64- OUISTIONE A CONCORSO 



Se I è r incentro d'un triangolo ABC, e A', B', C sono i centri 
dei cerchi BIG, CIA, AIB, dimostrai'e che i punti medi dei segmenti 
Al, B'I, CI, B'C, CA', A'B' e i punti d' incontro di AA', BB', CC ri- 
spettivamente con B'C, CA', A'B' sono nove punti di una stessa cir- 
conferenza. 

C. ClAMBERLINI. 

La HmIuiI»! tfevann tnara Invliti >J pret. Blilio Uoirl non fìi tardi «al 31 dlMiabra ItW. 
La tilgliora riHluilma larà pubblicata nal nomar) aNomulvi, a airantore 11 ilg. Btuilf, aoagllaaio 
fra la in^rla atlilMl, nuulari in praiatn diw volumi di D^r« aonlaitlDka HiintHiiiha. 

('} T. nota aiuta 'SnpplamaDto a) Ferìsdleo di Hatemitioa ,. Anna TI, tue. IT. 



SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA. 



ANCORA SUUA 60* QUISTIONE A CONCORSO 



Si divida una circonfei^enza qualunque in n parti eguali e si numerino 
da a IL — 1 i punti di divisione; poscia, a partire dal punto 0, si congiun- 
gano questi punti, saltandone, alternativamente, p — 1 e q— 1 (ossia si congiunga 
il punto col punto p, questo col punto p+q, questo col punto 2p4-q, questo 
col punto 2p-f 2q e cosi di segìiito). Si domandano le condizioni necessarie e 
succienti, cui devono soddisfare p e q, affinchè colla operazione precedente si 
ritorni ed punto 0, dopo essere passati una volta sola per tutti gli altri punti, 
(Nel caso particolare di p=q>>l si hanno gli ordinari poligoni stellati, e la 
condizione necessaria e sufficiente è allora, com'è noto, che p sia inferiore ad n 
e primo con esso.) 

Si desidererebbe anche una geneì'alizzazione del problema, supponendo che 
dei punti se ne saltino prima pi — 1, poi p» — 1, poi p» — 1 . . . poi p« — 1 (ben 
s^ intende che questi s salti si debbano succede)"^ sempre nello stesso ordine), e 
considerando anche V ipotesi in cui qualcuno dei numeri pi, ps , . . . p. .vìa negativo. 

G. Pesci. 

Non essendo pervenute a questa direzione altre risoluzioni di onesta 
60* quistione a concorso, e nemmeno quelle, che avremmo desìaerate 
fossero dai loro autori rese intelligibili, dichiariamo chiuso il con- 
corso, e pubblichiamo la risoluzione del caso particolare, fornitaci 
dal sig. E. M., che espressamente si dichiara fuori concorso. 



Osserviamo in primo luogo che i numeri Pr q ^ p -^ q 8Ì possono supporre 
sempre minori di n, perchè se gli archi corrispondenti ai numeri p e p -{- n par- 
tono da uno stesso punto di divisione della circonferenza giungono pure eviden- 
temente amhedue in un altro stesso punto di divisione. 

Studiamo poi separatamente i due casi di n dispari o pari. 

1^ Caso. — Sia n = 2tn-{-l, 11 problema evidentemente equivale a quest'altro, 
puramente numerico: 

Dato n = 2m -}- 1, determinare gVinteri^ e q (positivi o negativi, ma non nulli) 
in modo che gli n numeri 

P, P+q, 2p+q, 2p-|-2q, ...,mp+(m— l)q, mpH-mq, (m+l)p+mq, 

divis* per n, diano resti tutti disuguali, e Vidtimo dia per resto 0. 

E necessario dunque, in primo luogo che Tultimo dei detti numeri sia mul- 
tiplo di n, cioè che sia 

(m + 1) |> + mq = nt, 
ovvero 

nt — mq = (»» + l)p; 

ma m ed n sono evidentemente primi fra loro, quindi quest'ultima equazione è 
soddisfatta solamente (vedi Analisi indetef*minata) dai valori ài t e q dati da 

t = (wi + l)p + wie, g = 2 (mi + l)p + «0 

con 6 intero positivo o negativo. Doyrà dunque essere necessariamente 

^ = p + Il (e + p), 

ovvero p = q & meno di un multiplo di n. 

Nel caso di n dispari il problema è, dunque, impossibile coup diverso da q; 
e con p = q è possibile solamente se p è primo con n, perchè in tale ipotesi i 
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Boprii Bcritti numeri diventnno i successivi multipli di p secondo i numeri d» 1 
ad fi, i quali, divisi per n, danno resti distinti soltanto se è n primo con p. Si 
ritrova così In condizione per Is costruzione dell'ordinario poligona st«]lato. 

2" Caso. — Sin n-^2m. In questo secondo caso il problema è identico a 
quello considerato nel caso piecedeote, ma l'ultimo dei numeri scritti di sopra è 
ora mlp + qìi dovrà dunque esaere necessariamente 

I» (j) + gì = 2mt 

p + q = 2l, 

e ciò dimostra che p e g devono essere entrambi pari, o entrambi disparì. Ma 
entrambi pari non possoiio essere, nltrimenti i detti n numeri sarebbero tutti pari 
e divisi per n, anch'esso pari, darebbero n resti tutti pari, e perciò non tutti di- 
suguali; quindi, affinchè il problema sia possibile, è necessario che p e q siano 
dispari. 

Questa condizione però non è sufGcienle, come è facile vedere; dimostriamo 
perciò il seguente 

Teobkha. — Se è ii = 2m, * p e q jono tnlrambi disparì, affintkè gli n numeri 

P, P+q. 2p+q, 2p+2q mp+(m— l)q, mp+mq, 

diBÙipern, diano rtaii tutti dituguali, i condizione neee»»ar'ia e «ufficitnte ette lia m 
primo con K^+q). 

La condizione è sufficiente. Infatti, poiché p o q sono dispari, fra i soprascritti 
numeri quelli della forma Ic{p + qì soiio tutti pari, e quelli della forma k{p-{-s)-hp 
sono tutti dispari; e perciò i primi, divisi per n pari, danno sicuramente r 
diversi da quelli dati dai secondi. Resta dunque a provare che se m ò primo 
iip+q), due numeri, ambedue della prima, o ambedue della seconda forma, di' 
per n, danno resti distinti, ovvero che la differenza 

lk,-ktì(p + qì = 2 (i, - kx)i{p + q). 

iiai un multiplo di n. Difetti, se ciò foase, 

ma m è primo con ilp + q), quindi dovrebbe ni dividere ki—kt , e ciò à impos- 
sibile essendo iti — fci < ot. 

La condizione ò necessaria, cioè: se gli n numeri sopra scritti, divìsi per n, 
danno resti distinti, necessariamente è ni primo con Hp + q). 

Infatti, se ciò si nega, indicando con d un loro divisor comune, si avrebbe 

Hp + qì = hd m = Itd 

con {| , li interi, e perciò 

{k,~k*)ip + qì = 2{k,-ktìiip + qì = 2ik,-k^ìl,d. 

Ma ibi— Jt* può assumere tutti i valori da 1 ad nt— 1, quindi per ki—kt^^lfCm 
■i avrebbe 

{k, ~-kt)lp + q) = 2l,l,d = il . 2»., 

cioè la differenza fra due dei numeri acritti disopra risulterebbe divisibile per 
n = 2ni, ovvero essi dna nomeri, divisi per ti, darebbero restì ugnali, contraria- 
mente all'ipotesi. 

Concludendo: se n è dispari, il problema è possibile soltanto nell'ipotesi di 
p = g, 6 p primo con n; e se n è pari, il problema ò possibile soltanto se p e 3 
sono ambedue dispari, ed è f n primo con i ( v -]- gì- 

R. M. 
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 
617, 681, 682, 683, '68$, 686, 687, 688, 689, 690, 692, 693. E 697 



^^ # #• Si consideri un quadrangolo inacrittibUe in un circolo e circoscrittibile 
in un altro; indicando 

con B, ed t il faggio del circolo mircosci'Uto e il raggio del circolo inacrittOf 
con ed 1 i centri rispettivi dei circoli stessi, 
con L il punto d* intersezione delle diagonali internCf 
con a P due, angoli consecutivi del quadrangolo, 
si ha 



r2 



(I) 



01 1 — 9en a sen P 

R* 1 -h sen a sen p ' 

(IH) 



(II) 



-jTj- = 1 — sen' a sen' f, 



r 



3= 1 — sen a sen p. 



G. Pesci. 

Le dimostrazioni pervenute sono state cinque; la piii completa è quella del, 
8Ìg. Verceltin (R. I. T. Torhio), che qui riportiamo, con poche modificazioni. 

Supponiamo che il lettore abbia presente la soluzione della 58' quistìone a 
concorso e Tavvertiamo che a- questa appartengono i §§ citati in seguito. (') 

Risoluzione. — Dai quadrangoli omotetici KaKbEcKd, lalbloTd (§ 10) si ricava 

Ll:IJ = K.Kb:I.Ib; 
per cui, essendo , 



K.Kb = 2 BKa sen i p; I.Ib = BI. + Blb = (BP. + BPj,) : sen \ p, 



BKa = 



ab 



si ha 

(1) 



a + e' 



BPa = AK. = 



ad 



a -{- e* 
LI 2ab sen* i p 



BPb = CKb = 



bc 



a -{• e 



IJ 



ad + bc 



Ma dalle note formule che danno gli anepli in funzione dei lati di un qua- 
drangolo inscrittibile, nel caso che il quadrangolo stesso sia anche circoscritti- 
bile, si ha 



(2) 



f ad + bc 






(8) 






bc 



W 



.2 ^abcd 



ed 



\ 



sen p 



2Vaì^ 
ab + ed* 



quindi la (1) si trasforma nell'altra 

LI 2ab€d 



sen a sen ^ 



ÌJ [ad -h bc) (ab + ed) 2 

da cai, ricordando che (§ 10, Cor. I) 

ÌJ = 2rò, 

0) Avremmo desiderata una dimostrazione indipendente sia dalla relazione, poco nota, fra i 
due ra^rgi e la distanza dei centri, sia dalla conoscenza della retta p; ma tale procedimento (che 
è appanto quello che ci condusse a rilevare, per la prima volta, resistenza della retta p) non è 
stato seguito da nessuno. 



t >•• ' ' 
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si dedace intanto 

(5) LÌ^Olsenasenp. 

Si bk pure ($ 5) 

cos f^ : eoB t(c = a^e 
ed tinche 

eoa (9. — <f.) = eoe (> - p), 

da cui ai deduce facilmente 

o'sen'fB — B) 

ora, ai ba 

o{d-~b) 
2 (a + e) • 
quindi, per la (6), 

(,i-W{(. + ri--te.o.-<[.-»} 

M» dalle (2) e (3) si ri«v« 

(81 ' 



H.E.= 



•»''*''-<''=''l'sf+75yiWM' 



e dalla nota formula cbe dà R Ìd funzione dei Iati iì un quadrangolo inscritti- 
bila, nel caso partieolare che il quadrangolo aia anche cireoBcrittibìle, ai ba 



^ (ut + ed) iac + bd) {ad + eb) 
16 abcd 
sarà dunque (') 
(10, ,en.(a-e, = J?^+MiÈl^^' 



(9) E» = 

ìR* (ab + ed) [ad + be) ' 



Per cai, aoatitnendo, nella (7) 

Oi' lab + ed) (ad + bc) — iabcd 
R' "^ {ae+bdHa + c)' 

ma 

(11) (bc + W) (a + e)* = (ai + ed) {ad + bc) + iabed, 

quindi (*) 

5Ì' ^ (a6 + Cd) jad + bcì- iabcd 
' ' R' (a6 + ed) (od + 6fl) + 4a4ed ■ 

Balla nota formula 

*'''"(a+e)» 

e dalla (9) ai ba poi 

B* ^ (oi + ed) (ad + bc) (ne + Jd) (n + e)' 
»■• 16a'i'e'd' 

quindi, per la (11) e per la (4), 

51 = !i^nimJ. 



ma ■ D0[ pire ube ■<> mBglJD d«dnile dilla (1) a :3), ■ cai ti è i;li Hoono per i 

<•) Il Big. Vereellla dica, Baiii'alt» chi, BottitDanilo nallii (7) 1 tiIoiì dui dalU (10) • 

■saondl dalU (81 ai ba la (12;; a nel parecha qneato paaaaggio ala troppo an Ha clts, parchi biaogVB 
rlwrrara alla (11). la quia non i «Tldente a pui> ataare sneggHU «alo dalla eonaaeania del riaul- 
tats a col (1 TUOI* arrivare. 
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Posto tutto ciò, dallft (12), tieord&ndo la (4), si h» immediatsmente 

Inoltre dalla (5) ai ha 

OT] = OÌ + Il = Oi (I + BBn « aen p), 
da cai _ 

OE* Ol'„ , 

e quindi, per la (I), 

-^ = 1 — sen* « Ben* 9. cbe è la (II). 

E, finalmente, dalla (5) ateaaa ai ricava 

Lì* ^ Oi' aen* a aen* S _ Óì' R^ , ,. 

« quindi, per la (1) e per la (13), 

Li" 

—j- — 1~ sena aenp, clie è la (III). 



Dopo 4)neBta aotaEione viene quella del aig. Aloytle (R. I. T., Aquila). Egli 
dal dimostrare, con opportune considerezioDi geometriche, la (13); poi, 
la relasione fra B, r e 01, che trasforma nell'altra 



. • (r* + 4R*) = (R' - OP + r)', 

aaseriace, senz'altro, che, eliminando r* fra qutata e la (13) ed negutndo i cateoli 
t le riduzioni, ti \a la (1). Che cosi debba essere è, evidentemente, certo, ma i 
calcoli e le riduzioni occorrenti, non sono aemplicjaaimi e non bisognava aottio- 
tenderli. Di mostra poscia che si ha 

,u, ^-'-^' 

e da questa, con formule e trasformazioni rapidissimamente accennate, afferma 
che si deduce la (li). Ammettendo poi l'allineamento piìi volte ricordata, eon- 
clnde giustamente, che dalla (i) e dalla (II) sì ottiene la (111). 

Viene poscia la soluzione del sig. Semenza (R. 1. T. Milano). Egli con on ra- 
gionamento, a dir il vero, ingegnoso e breve, ma poco chiara e molto trascurato 
anche nella forma, dimostra iu sostanza, che 

ij [sen* i (a - p) + eoa' Hx + p)] = 1, 

e qaesta, senz'altro, considera equivalente alla (HI). Per la (11), dimostra la (14), 
dalla quale ì faeilÌBnimo dedurre la (11); cosi egli dice, senza neppur accennare 
(come ha fatto il sig. Alojsio) alle varie formule e alle varie trasformazioni cai 
perciò, bisogna ricorrere. Della (1), che è la meno facile a dimostrare, neppur 

Il sig. Sianorinl (R. ìi. Arezzo) dimostra prima la (13|, besandoai enlle asprea- 
sioni di a, b, e, d in funzione di r, e, p; mn poi, per dimostrare le tre proposte, 
stabilisce un eistema di tre equazioni a tre incognite, di secando grado ognuna; 
e ginnto a questo punto Inscis a) lettore Ih cura di risolvere il sistema stesso e 
di fare tutte le trasformazioni necessarie. E questa egli crede che aia una dime- 
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E il sig. ianon (R. I. T. di Bari) tliinoalfa [iTints, cod un procQdimeDto molto 
Bemplice, 1b due forinnle 



(15) 



T^--{f'-Ì-)\( 



-2l' 



e, giunto a questo punto, concludo, seaz'Altro: tatguendo i calcoli e dividendo 
ptr R* ti vedrà che a, b, e, d scompai»HO etioltenà la {!). Analogo proetdimtnto 
»i avrà ptr la (II) t prr la (HI). Per Cùovincere l'egregio aolutora che quanto 
egli sattintoDde è tutt'altro che facile e breve, gli proponiamo la queatlono 701, 
che ci ai è incidentalmente preaen tata 'nel seguire if procedimento da lui iodicato 
soltanto. 

,G. PBaor. 

OSi> Tre fHUiti Al , B| , Ci i>rHi<t litnali risprltivamttile tui lali BC, CA, AB 
d'un triangolo ABC. Estendo A', B', C < punii (t'incontro delle rette AAi , CC| ; 
AAi , BBi ; BBi , CCi ; ti domanda di dimottrare la relaziont, 

kk'. BB'. CG'~ AB'. BC- CA'= -^ o'i'e', 

ettendo A, Ai , a', b', e' ritpttlivttinente l'area del triangolo ABC, quella del trio»- 
gol», A'B'C', e lelifnghetze dei lati di qiittt'idtimo. ■ 

. ■ , . . A- ToKAii. . 

'RÌMl«lon« del Big. Brenta, R. I. T. di Torito. . 
Si ha 

AA'=e'+AB'- BB'=a'+BC " CC'=: 6'+ CA', 

e moltiplicando membro a membro 

■ AA'. BB'. CC= n'iV+ cBC. CA'+ bAB'. CA'+ 6'AB'. Bfr+ a'i'AB'+ 

+ a'eCA'H- 6'eBC+ AB'. BC'^ CA 

AA'. BB'. ce- AB'. BC. CA'= n'6V+ o'CA(AB'+ e) + I.'AB(BC+ a'j + 
1 , , + c'BC'(CA'+ È) = a'bc + o'CA'. AA'+ 6AB'. BB + cBC GC'= 

■ ■ ,,,,/, , CA'. AA' , AB'.BB' , BC, CC^ 

il triangolo BC'C bs l'angolo in C supplementare di quello del trian- 



Dio A'B'C 8 


hn 










BCC BC 


ce BC. ce 














A'B'C BC 


CA a. b' 


quindi 






BC. ee 






BCC = 




■ Ragionan 


io in 


modo analogo si ba 

KW RR' 






AB'B=. Al ■'"•," 


CA'A = 4 



Poiché BCC + AB'B + CAA = i — ii , facendo la somma 

. , . /BC. ce , AB'.BB' eA'.AA'\ 



e quindi 



perciò 
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A - 1 -L. BC^ CC^ , AB\ BB^ CA^ AA^ 
il "^ "^ a'b' "^ a'c' "*■ . b'd 



AA'. BE', ce— AB'- BC. CA'= --r a'^V. 



c. V. d. 



u4/^i'0 risoluzioni dei sigg. Janora, R. I. T. di Bari\ Santarella, L. '^, dìBitonto; 
Signorini, R. L. di Arezzo; Vac^i, R.. L T. di Venezia. 

082* Essendo A\ B\ C i punti di cfintatto dH lati d'un triangolo ABC col 
cireolo inscritto in esso, dimostrare la relazione 

2r^S 



A'B'.FC.A'C' = 



R 



&i r, R essendo Varca, il raggio del circolo inscritto, e il raggiò del circolo circo- 
scritto al triangolo ABC. 

E.-N. Bakisun. 
Risoluzione del Big. Janora, R. L T. di Bari. 

Se a, p, Y SODO i tre aiigoli ed a,b,cì Iati ad essi opposti del triangolo ABC, 
8i lia 

A'B'= 2r cos \ r» KC'= 2r cos i a, A'C= 2r cos \ P, 
e qaindi 

A'B. BC A'C= 8r» cos ^ a cos ^ P cos i Y- 
Ed ora osservando che è 

-cosiacosi p cosiY» (*) 



S = 



e 



si deduce 



R = 



abe 



S = rp 



e per conseguenza 



pS p S 

» 

A'B'. B'C. C'A'= 81» -ri- = ^ • 

4Rr R 



Risolutori i sigg. Bertogiio, Brenta, Cernuschi, Mosca, R. L T. e Terracini, R. L. 
Cavour, di Torino-, Casalasco, R. L. di Cuneo; De Aloysio, R. I. T. di Aquila; IMar- 
ranghello e Signorini, R. L. di Arezzo; De .Bei, IMarzocchi, Rivera e Vacclii, R. 1. T. di Ve- 
nezia; Perez, R. I.T. di Messina; Santarella, L. P'. dì Bitonto; Tonali, R. I.T. di Pavia. 

683« Essendo H, G l'ortocentro ed U baricentro di un triangolo ABQ, e A', 
B', C • punti d'incontro della retta HG colle rette BC, CA, AB, dimosti'are la re- 
lazione 



cos A cos B cos C 

E.-N. Barisibn. 



La formula era errata, poiché il secondo membro era 4 4~ 



cos A cus B cos C ' 
Il sig. Signorini, R. L« di Arezzo e il sig. De Bei, R. I. T. di Venezia hanno 

corretto l'errore nel modo che qui pubblichiamo. 1 sigg. Santarella e Vscchi, si sono 

limitati a dimostrare Terrore. 

Cooducendo per G una parallela a BC si ha per il teorema di Talete 

' HG _ HH>- jAHa _ AH> 

HA' "" HHa "" HHa 



{}) V. Bepertorio di matematiche fisica, pag. 81. 
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e Biccoioe 



h san A een B eoa C 



:'A — ^ + c(.8•B + coB'C■ 
i)B«>aC-SBIl'A~2= 
i'A-Ben>A-2 = -2. 



> la tlttta ipoltnuaa qual'è 
De Bti. 



IO il prodotto xy oppure x*^*. 
', il prodotto x'y* è mnsBimo 
lì rettangoli aventi la stessa 
Leti è il triangolo rettangolo 

na; Belvedere e Perez, R. I. T, 
I. T. di Torino; CimIbico, 

rdo, R. 1. T. di Mtip: Grampa. 

ranghello e Signorini. R. I.. di 
e Vaccai. R. I.T. di rtHezia; 
Urtanl, R. I. T. di Ancona. 
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OSO» Eisohere il sistema 

4*« 4- 5xy + y* = 0, «• - 8a?y + 4y« = 1 . 

Db Bai. 

La prima equazione si paò scrivere 

4(ar + y)(a: + iy) = 0, 



che si scinde nelle due 
da cui rispettivamente 



{ 



d*onde 



Sostituendo nella seconda equazione ad x il valore — y si ha 

y* + 8y« + 4y« = 1 



=^Ìl '-^fà- 



Sostituendo ad x il valore — | y si ha 

^y'+2y« + 4y«=l, 
e quindi 



'-^ih- 



Risolutori ì sigg. Belvedere e Perez, R. I. T. di Messina; Bertoglìo, Brenta,- Cer- 
Ruschi e Mosca, R. 1. T. di Torino; Catalasco, R. L. di Cuneo; De Aloysio, R. L T. 
di Aquila; DÌ Leonardo. R I. T. di Melfi; Grampa, Sem. Arciv. di Monza; Janora, 
R. I. T. di Bari; Marranghello e Signorini, R.L. di Arezzo; Pominl e Semenza, R. I. T. 
di Milano; De Bei, Rivera e Vacchi, R. I. T. di Venezia; Santarella, L. P. àìBitonto; 
Tonali, R. L T. di Pavia. 

09*7» Risolvere U sistema 



xif* '\'X*y = a 1 = b. 

X y 



De Bki. 



{ 



Risoluzione del sig. Vacchi, R. I. T. Venezia. 

Il sistema dato diventa 

xy{x + y) = a 

a? -f y = 6 xy, 

da cui, moltiplicando membro a membro, 

x + y=± V^, 
e quindi / — 

xy = ±y^ . 

ed essendo z rincognita dell'equazione di secondo grado avente per radici x ed y, 
le soluzioni del sistema sono date dalle equazioni 



z^±f^z±y^=o 
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t V^ ± y a6 ± 4 y |- 



BUoltttori ì aigg. Belvederi, R. L. Gslvaai di Baloffna ; Belvedere e Perai, R. 1. T. 
di Mettina; BertogMo, Brenta, Cerniuchl. Moioa, R. I. T. e Terracelnl, R. L. Cavour 
di Torino ; CaMlaico, R. L. di Cuneo; De Alayilo, R. I. T. di Aquila ; GramM. S«ni.' 
Aruiv. di Monza; Janon, R. I. T. di Bari; Marranghello e Slgnorinr, R. L. di Areno; 
De Bel, Hanoccht, Rlvara e Vecchi, R. I. T. dì Vtneria; Mattioli, l.T. P. ài TrtvUo: Po- 
mlfll e Semenza, R. L T. di Miiano; Saatarella, L. P. di Bilonlo; TmmII, R. 1. T. di Patta. 

o8B> Sìtohtrt U littema 



BlMluilone del sig. Berlefliio, R. I. T. di Torino. 
Preudendo i logaritmi le equazioni date divengono 

ylogx^xlogy ■ (1) j)logj; = 

Dividendo n membro a membro 

y X qy 

-^ = — . px^qy, x = -^. 

Vi P 

e applicando i logaritmi 

log a; = log g + log y — log p. 
Sostituendo nella (1), eeaa diventa 

y (log 3 + log y — log p) = ^ log y 
e qneata si scinde nelle due 

r y = 

\ p log g + p log y — p log p = 3 log y 
la seconda delle quali può scriverei 

(p — jHogy = plog(n 



e dalla |3) 



Jliaoluiori i sigg. Belvedere e Perez, R. I. T, di Meggìna; Bertoglle, Cenuwchf, 
Hotca, R. I. T. e Terracini, R. L. Cavour di Torino; Caealatco, R. L. di Ciinio; 
De Aloytio, R. I. T. di Aq^iila; Grampi, Sem. Ardv. di Monza; Janora, R. l.T. di 
Bari; Harranghello e Signorini, R. h. di Arezzo; Marzocchi, Rivera e VaccM, R. 1. T. 
di Venezia; Mattioli, R. 1. T. di Treriao: Pominl e Semenza, R. I. T. di Milano; 
SanUrello, L. P. di Sitonio; Tonati, R. L T. di Pavia; Urbani, R. I. T. di Atieona.- 

w8W. Costruire un triangolo txtendo dati il raggio del cerchio circoscritto, ■ 
una mediana e la sua distanza dall'ortocentro. DÌtcus»Ìone. 

R. VEScaUiiK. 
Ritoiuzione del sig. De Alorelo, R 1. T. di Aquila. 

Sia ABC il triangolo ricbìesto, H l'oitocentro, il circumcentro, E ed L le 
proiezioni dei punti H ed O sulla mediana Ma. 

Per una nota proprietà di geometria elementare è 
AH = 2 OMa 
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e quindi essendo simili i due triangoli rettangoli AEH ed MaOL sarà 

HK = 2 OL. 

Ma HK è noto dunque è noto anche GL ed il triangolo AOMa si potrà facil- 
mente costruire, conoscendosi di esso il Iato OA, il lato AMa e l'altezza corrispon- 
dente OL. Costruito il triangolo AOMa (e basta perciò fissare la AMn, condurre 
alla distanza OL la parallela a questa retta e descrivere il cerchio di centro A 
e raggio AO che incontrando la parallela in determinerà il terzo vertice del 
triangolo AOMa) si tracci il cerbhio di centro e raggio OA, e sì conduca la 
corda BC per modo che resti diviso per metà dal punto Ma, e si congiungano i 
punti A, B, C. II triangolo ABC è quello domandato. La dimostrazione è ovvia. 
Sì otterranno due,, uno o nessun triangolo secondo che si potranno con gli 
elementi costruire due, uno o nessun triangolo AOMa. 

Risolutori i sigg. Bertoglio, Cernuschi e Mosca, R. I. T. di Torino ; Janora, R. I. T. 
di Bari; Marranghello e Signorini, R. L. di Arezzo ; Perez, R. I. T. di Messina ; San- 
tarella, L. P. di Biionto; Tonali, R.'l. T. di Pavia; De Bel e Vacchl, R. I. T. di Venezia, 

oOO« Risolvere l'equazione 

«« + a:* + a:* -f (1 — a) x^ -f «ar* + a^x + a» = 0. 

R. Vercelli N. 
Risoluzione del sig. Mosca, R. I. T. di Torino. 

Divido tutti i termini per x* 

a: » -f — * -f a^ * 4- — ! + a: 4- - = « - 1 . 

X^ X* x 

Posto X '\ = m, si ha 

X 

a* o' 

«• H = = m' — 2a, «' H 5 = m* — 3a»ii, 

X* x^ 

e Tequazione data si trasforma nella seguente 

w' ■{•m^^m (3a — 1) = 3a — 1 ; 
che si può scrivere 

(m-fl)(w« — 3a + l) = 0. 

Questa è soddisfatta per m = — 1 e per m' = Sa — 1, ossia 

fii =r ± V3a--1 . 
Risolvo ora le equazioni 



. 1». a:+ — = — 1; 

X 

2°. X + — = ySa - 1 ; 

X 

3». x^ — ^-'^Z^^^; 

X 

ed ho rispettivamente 



ossia 



a?* + 0? + a = 0. 
ir* — V3a — laj-fa = 0. 
a;« + y3a — la? + a = 0, 



x = 



— 1 ± Vi — 4a 



x = 



V3a— l±»Va4- 1 



X = 



— y3a— 1 ±fVa + l 



Risolutori i sigg. Belvedere e Perez, R. LT. di Messina; Bertoglio, Brenta, Cer- 
natchi e Mosca, R. I. T. di Torino; Casalatcoiy R. L. di Cuneo; De Aloyslo, R. I. T: 
di Aquila; Janora, R. I. T. di Bari; Marranghello e Signorini, R. L. di Arezzo; 
De Bel» Marzocchi, Ri vera e Vacchl, R. L T. di Venezia; Pomini e Semenza, R. I. T. di 
Milano; Santarella, L. P. di Bitonto. 



14 SUPPLEMENTO AL PEMODICO DI MATEMATICA. 

nWtt Eaigiiire la ti>mma »*gutnU 

S rx' = a: + 2»» + 3z* + . . . + «a-". 

• R. Vmwuxur. 

Riieluilone del eig. Carnuickt. B. I. T. di ratino. 

Indicando con S U somma da calcolare, ho 

S = ar + 2jr' + 3i' + . , . + nj:". (1) 

Moltiplico ambo i membri p«r x, ed lio 

Sx = «• + ai' + 3i:' + . . . + nx'^'r'. (2) 

Sottraendo U (2) dnllft (1) bo 

S — S« = a; + x" + *' + . . . + 1° — nx-"-' 

S + ni°i-' - Sx = X + x' + x* + . . . + 2". (3) 

Moltiplico ancora per x, ed lio 

ae + „^''^■• _ fii> =■ x' + a:> + X* + . . . + x"t'. (4) 

Sottraggo inoltre U (4) dalla (S), ed Lo 

S 4- «*"+' — 2 Sx — nx"-»-' + Sx' = X — x"*"', 
S (1 - 2x + x') + ..x°+' (1 - X) = X U - x") 



da cui 



^- il^ITji 



Ritoltoli i BÌKg- Berlogtlo, Cernuichi e Motca, R. ]. T. di Torino; De Aloirtie, 
R. 1. T. di Aquila; Janora, E. 1. T. di Bnii; Marranghalle e Signorini, R. h. di 
Artzzo; De Boi, Marzocchi e Vacchl, R. 1. T. di Yennin; Perei, R. i.T. di ifutiiin; 
Pominl, e Semema, K. I. T. di Milano; Santarclla, L. P. di Bitonlo. 

vw3» Data l'equazione generati di 4' grado 

X* + px' + gx' + rx + s = 0, 

determinare la relazione che dive legare i mot eotffìfienti, affinchè due deli* sue 
radici giano recìproche, e risolvere l'equazione quando ha luogo tale reiasione. 

R. Vercelum. 
Rlioluzlone del sig. Harranghello, R. L. di Arezio. 

Siano xi xt xi xi le radici dell'equazione, e sia 33 = — . Avremo allora 

a:,+-^+x, + x, = -p; (1) 1 + [x, + i-j (x, + xj + x.x* = j; (2) 

x, + x^ + L, + — j x>x. = — f ; (3) xjx* = s. (4) 

Sostituendo nelle (2) e (3) il valore di xixt dato dalla (4), ai ha 

(x. + -l-)(x.+x.) = 3-.-l; (a) ;,, + x, + . (x, + ^)= - r; <P) 

e allora, aottraendo la (p) dalla (1) • pai dividendo per 1 — «, si ha 

xi H = ^ , e per conseguenza xj + x* = ■ ■ ■ . 



SUPPLEMENTO AL PEEIOOICO DI MATEHATICA. 15 

Moltjplicfindo membro a membro e confròntaDdo colla |2}, bì ha 
^£.^Ì^ = g-,-l; cioè {r~p){p,-r) = {l~,]'{q-»~l), 



,._, + K,-_„. 


~4|1-.)' 


2{1-.) 


Tit-r + Vp*-'-)' 


'-4.(1-»)» 



r — p-^lr-pì*-4{l- 



2(1-*J ' *• 2(1-.) 

Jiìaoluloii i sigg. Bertogllo, Cernutclil e Motct, R. I. T. ili Torino; Cattiate», 
R. h. di Cuneo; De Atoriio. R. 1. T. di Aquila; lanora, R. I. T. di^aW; Marran- 
gbeilo o Signorini, R. !.. di Jmzo ; De Bel, Hanocchl e Vacchl, R. I. T. di Vinrzia; 
Perei, R. 1. T, di Mtasina; Pontini e Semema, R. 1. T. di Milano; Sanlarella, L. P. di 
Bilonlo; Tonali, R. I. T. di Pavia. 



«©7. Essendo P la proUiiom 
dimoitrare la rilaziotit 

3(CP' + 


: del baricinUo di «n 

5p') = ac^-ab'. 


iriangol 

E.- 


o ABC sid lato BC, 
N. B^Msux. 


SnppoHto ( 

e quindi 


. — (Nell'enuDciato 
■»6, si ha 

«■- 
CP + PB = . 

BP'- 


erano iiKorsi degli errori di 

6' = 2M.H..« 
1, BP-CP = iM.H. 

•CP* = 4M.H..a. 


stampa). 


(2) 



Confrontando le (1), (2), si deduce 

3 (BP' - C?) = AC' — ab", 

Ritoltdori i sigg. Bertogllo, Brenta e Cemutchl, R. I. T. di Toiitto; Janora, 
R.I.T. di itoW^Harranghello a Signorini, R. L. di Arezzo; De Bel, Manocchi, Rivera e 
Vaechl, R. I. T. di Venezia ; Santarella, L. P. di BUonto ; Semenza, R. I. T. di MUano. 



QUISTIONI DA RISOLVERE 

70). Dimostrare che, se 

a-\-c = b + d, 
l'es 



(ab + ed) (ac + id) (od + bc) — ia'bcd 
bì può mettere sotto la forma di un quadrato. 
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702. Se p è un numero primo > 7 del quale indichiamo con d le 
decine e con « le unità; e se N=10D+U è nn numero intero qua- 
lunque, N è divisibile per p quando lo sia il numero Dfi — Urf, 

U. FoBNARI. 

703. Costruire un poligono in modo che i suoi ti vertici sieno 
situati su altrettante rette tri, ni,...,fio ed i suoi Iati siano paral- 
leli ad ti rette hi, bt,...,ba rispettivamente. G. L. 

704. Dimostrare geometricamente che in ogni quadrilatero in- 
scritto in un circolo, avente le diagonali perpendicolari, la distanza 
del centro del circolo da un lato è la metà della lunghezza del lato 
opposto. E.-Nt Barisien. 

705. In ogni triangolo la snmma dei quadrati dei lati sta al qua- 
drato della loro somma, come la somma delle cotangenti degli an- 
goli sta al prodotto dì quelle dei semiangoli. Casi particolari. 

706. Essendo Ai il punto in cui la parallela al lato BC di un 
triangolo acutangolo ABC, condotta pel vertice A, incontra la per- 

Jendicolare al lato medesimo nel suo punto medio. Ai il simmetrico 
i Al rispetto a BC; Bi, Bi; Ci , Ci ì punti ottenuti nella stessa ma- 
niera rispetto ai lati AC, AB; e S, Si, St, S' indicando rispettivamente 
le aree dei triangoli ABC, AiBiCi, A»BiC» e dell'ortocentrico di ABC, 
si ha 

S, — S, = 4(S,-S') = 3S. 

Come si modifica la relazione quando il triangolo è ottusangolo? 

R. Vercellin, 

707. Dimostrare che se i valori a, b, e; a', b', e' dei lati di due 
triangoli soddisfano alle due relazioni 

(tn' -}-«' + p') («' + 6» + <^ = {ma + nb + pc)*, 
(»»* + n' + P') («"+ 6'*+ c^) = ima-+ nb'+pc-)', 
dove m, n,p sono numeri positivi, i due triangoli sono simili. 

708. Se ABCD è un quadrangolo convesso inscritto in un cerchio, 
dimostrare che, se 

BC . AD = AB . CD, 

AC» (2AB» + 2AD* - BC*) = 4 . AB*. AC, 
e viceversa. C. Ciahberliki. 

709. Trovare la condizione necessaria e sufficiente affinchè le tre 
radici di un'equazione cubica siano in progressione geometrica. Quando 
tale condizione sia verificata risolvere 1 equazione. 

710. Risolvere l'equazione 

f X* + x'y — xy* — 1/ = S, 
\2^ — Sx*y + 3xy' — 2y' = S6. 

C. De Bei. 

d prof. 0. LjkuiBT, Utdh», 

9 gitioco Irt fogli* Étparmtv, 

oouiglli d'in»i»™ la riBoioiionl eoma niin'oieritti «pérti, «TTertetulo (be le Irttero non 



ti <|ii«st« qui 












i signori ri» 






'.P^.-fV' 


ritamt» at , 


IHflli lui appariti 



Giulio Lazzeri — DÌretìore-re.tp<m9ab^ 
FlitlB di Hanpan II SI BOTenkre IWa 



Ogni 



•Rn. eanrranUado lo (1) (4) al ha inBltn i 

a + i=L (7( 

per U (2) (4) o (3) (4) ■[ avrebbero le analoghe. U (5) («1 (7) dlmoatriina quelle preprìntà della 
Posto tib. osserviimc. che. poiehì & «""aegu^ la e a s ». 

o + » + . + i + . + r + « + y +« + « = ! 4-2 + 3 + . ..+ 10 = — ^-- = 6», 
rmo dalla (S) i SS - ■• = Si, e quindi 

. = HS5--i). (S) 

È chiaro dunqne che m deve eeaere disnarl e pereiii « potri eanmere 1 valor! 1, A, S, T e 9 

SU »i=:l e quindi ( = 21 In qneato caso x.y.m dovranno srere i valori 8, 9, 10; aupponlamo 
sa. X = e. V :^ 9 e E = 10. Con facili conalderuioni ai trova ohe • ed i* poieono avere 1 valori 2 
oppnrt) 3 e S e corriapondonleinento e e d 1 valori 1 e 5 oppure 2 e 7 e finalmente a a A 1 





8 10 



Clitcnni di qnesle due solDiionl. come qnnlanqne altri aolnilone che trovereno, A Inoge 
a 6 aolutioiii permutanda i numeri posti nell'Interno di uno ateeso lato e ciaecnna di queete R aolu- 

aclui'ionì trovate e die chiameremo fondamentali e che indi che renio rìHpet'tìvaiDeDte con " * "^ 

13 + 5 = 8, 2 + 7 = 9, 4 + 8 = lOJ 

le s'eolniioiil tondamenUll. 
[1 + 6 = 7, 4 + S = 9, 2 + 8 = 10] s ia + S = 7, l + 8=:,9, 4 + 8 = 10], 
Per M = S. e quindi ( ^ 2S. ai hanno le 2 eoluj.ioni fondamentali 

(2 + 4 = 8, 'l +8 = 9, .■1 + 7 = 10] e [3 + 4 = 7. 2 + 6=8, 1 + 9 = 10]. 
Per <n = 7, • quindi > = 24, SÌ hanno le 3 aoluiioni fondamentali 
[1+4 = 5,3 + 6^9.2+8=10]; [2 + 3 -^3, 1 + 8 = 9.4 + = 10]; [2 + 4 = 0.3 + 5 = 8,1 + 9 = 10]. 

rinalmente per ni = 9, e quindi (=^23. al hanno le 3 solualoni fondamentali 
1+4 = 5,2 + 8 = 8,8 + 1 = 10]; (2+3 = 5,1 + 7 = 8.4 + = 10]; [l + 5 = «, 3+4 = 7. 2 + 9 = IO]. 



f.l«do U ^Hfr, di q, 
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Nel Fase. T dell'anno paaanto proponemmo, legnato eoi n. 230, il seguente glnooo; 

ì tifi-a tali eSt Éommandoti du» a due ti oittnfttHO i fj 

mie-i» 

G. C.-L. 

Ci pervennero 13 riaoluzioni. delle qnali 4 errate e le altre 9 incompleto; i risolutori di qneai 
cifre.'ma in ordino inverso, osai aupposero 

1+, = !', c+o=o'. = + 6=./; Ì+* = 6'. r + a = c', ■ + »=»' 

nessuno ha pensato. Ed ì perciò che proponiamo nnovamonte il giuoco ai noBtrl lettoli. 



X* rltoduiMi decoiu unr* fnelnle ut prof. 01 
Kamniiat, Villa Utanhilll, non jiiit tardi dlt SI dictmbrt 

La migliorw riiolationt ia--à p„l,l>licala mi n.m.ri .«e- 
fra li proprie tditloni, manderà in prtmio dxe totttmi ài 



ilore. a elff. Giutl, lagHeni 



SPIEGAZIONE DEI I FIOCHI 282, 228 a 232 



canléMta mutila plrntr 

BlulailMW del slg. ■unuvlla. t. T. P. Il Sùwt<t<f. 
' La itnto plh alto ì roatitnlto di 1 Ulta; qndlo Imnadlatiinant* tnfariais di £i = 4 taiUi 
il inaetulTH da Si = » teste s coi) di ■egullc: detto s II numero degli atrutl. il plìl baoo h eotU- 
lolto dax< iMle ■ quindi li doyrebba avM* SOOOO = i< + (x -!)• + .,. 4-at+ H, omIi par una 

«000 = t«(i. + l)(Z» + l). «io* jl(je + l) + «(i + l)«^S«0(». 
Da tìò, esaanda 

2(i + l)i>j*(x+l) + ^(»:+ll»>2^, alila 
Lk radica Fnblea. per difetto,' di 270000 i U, dnnqna i a 
s-lnplagano 89«0 Uate; ne rimugono quindi 590. 
JUrt riieliitiiMt del p 

VlTMlIlB • dal Bigg. I 

taHinJfu. ad una inesatU. 



RlHiliiloM dei algg, BWndari. R. L. GaHanl di Boìogna; ]u«r>. R. t T. di £i 




G. CL, 

La «pacità del bl(ebleri di A e S ì' rlapettW* menta y • 7^ d< qnelfa dal Siaeo a qnindl, 
chianianda xeàfi nomeii ciia indinne quinta Tolte A e B taanno riesipito il bicchiere, avremo 

V' + ^S""' "''* 4' + 3»'=-a« 

narii A^ti e quindi l'onicn snluilona della la) b l:i=ì, li= 2 a perelb z - -1. y = 8. cioè A lin 
riempito 3 Tolte II bliabiere e B lo ha riagipUo S Tulte. 

AUit i^nliaitii del predetti elRg. BriiMdt)*. BalnAarl, llfUo. Bnita. Cininelil, Da Bai. 9nm: 
fruiinl. Janiira. Lucvanl, liaiiMnlli, ■aracel. ■annihalli). PiMnslll, Rlvara, Suitanlla, 8l|iMriid, 
Tarrtolnl. Vanclil a VercaIHa e del slg. De e>.r|i«, H. L. d' /<"«•. 

OIXTOGECI I^mOPOSTI. 

S<1:3. TroTare nn numero di duo eltt» (ha aia ugnale alla aomma della tirra dello datine 
e del quadrato dì quella d»lle unit!>. 

1S43. TroTare un iiumero di dna cifra cha aia Eguale alia aomma dei quadriti di dette 
(ifre e del loro prodotto. 

S44. Trotara un numoro di tre Hfra tala iha la aomma della cifra delle centinaia, del 
quadrato di quella delle d.'cine e del cubo di quella delle uniti aia eguale al numero fonuato dalie 

ÌS4 G. In quanti e quali modi ai poHono diaporra 8 rettaBgolì di dimensEgni a. 2a par lor- 

i24«. -Quando spoaai - dicevo iinn donna ad un giovanotto - lo avevo 34 anni e Lai 

■Ehi il tempo paaaa — rispondeva l'altro - e quando Tonino avrl Teti eh* ho io ora, io avi'ò 
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Influì, indicando wn 
gtttonl e ccn a. • *d a t 
l'aroloEio, dui IB gettoni m 



C le tre perenne, illa qnnli liete dilo rìipeUImnisnte I. 2 e 3 
Itti, le A.BeC faABno ivnto TÌ>p*t« violenta rinella, lo «pilla e 
D nuli tolti 1 + 2X2 + 3X4 = 1 + 1+12 = 11 e qnlndi rimiirk. 

luiiBi. i|>uui>i, un luiu B°<'""'°- TnttA eiii fai riaMumsnl nellK libelli 1>. 

Ainlagansnte le litri cinqas ipoteil ponibill si posiono rUuumere nelle tibelle II, IH, IV, 
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£ evldenta tome, essendo I reit^ diverti per tiiaFnn* Ipoteai, fonoieendo 11 reato, sì peti 
sspere quale oggetto ibbin preso eiisciini persona. 

qnesto giuoco fd tratlito per li primi vaiti di N, CiiuquxT nella ani open Tripartir "■ 'i 
icifntH du xsMtrij, pabblicsln b Psrigi nel 14«4: si vedi anche: BArHET PK Hér.inMc, frMtmi 
jaaUanlt CI OtltrltlilÉ- qui n foni par Ut Kovbi-f (hjan. ISI») e FoL'BBBr, Kérréallon arilHmMqiu 
(Paria. ISflS). Li preeentc noticinn è trittl di qnrst'ultlmi Dperii «i obbìgma peri» introdotb 



11° GIUOCO A CONCORSO 



TroTire i qaidrntl perfetti di 4, S e 8 cifra eha possono nppresentiral scrivendo di » 



.41505 



RKLAZIONK DEL CONCORSO ANNUALE 

(Anno Vili) 



Secondo le norme stabilite nel N. I Anno Vili, sono stati ammessi al 
concorso i giovani cbe hanno risoluto almeno 33 delle 88 qaistìoni pro- 
poste dorante Io scorso anno scolastico. Essi sono indicati nel seguente 
elenco, ove accanto al nome dì ciascuno si trova il numero delle quistioui 
risolute, e fra parentesi il numero delle quistioni a concorso. 



I.Vacchi, B.I.T.(ii rt'ifiia. 
i!.Vercellin,R.l.T.d[rflrino. 

3. SanlarellB, L. P.di Bilonto. 
1. Signorini, R.I.. ài Arezzo. 
>. De Atoyaio. K. I. T. di Iqiils. 
i. Janora. R. I. T. di Bari. . 
7. Semenza. R.l.T. di Milano. 
■i. Bertoglio, R. l.T. di Torino. 
9. Marranghello, R. !.. di knao. 
». Marzocchi. R. l.T. di Innit. 

1. Pomin). B. 1. T. dì Milano. 

2. Bivera. R. I. T. di Venezia, 
i; Hotca, R. 1. T. di Torino . 

4. Tonali, R. I. T. di l'aria . 

5. Cnignola. R. I. T. di Milano. 

6. Brenta, R. 1. T. di Torino. 



.88(8) 
87(7) 
84(6) 
8-J (7) 
74(5) 
72(3) 
70(5) 
66(2) 
54(3) 
54(2} 
52(2) 
51(2) 
50(1) 
48(1) 



CoMiMchi.R. I.T.diT.ri».qu 


at, 45 (2) 


Saul, R. 1. T. di Torino . 


43(2) 


De Be), R. 1. T. dt Ventzia. 


43(2) 


Mamniare]la,I.T.P.dìEir»H. 


33(2) 


Legnani, R. L, di Figaro . 


31(2) 


Terricc1ni,R.l.UmriiT«ìno. 


30(8) 


DeLuttl, K,l.CMarÌDÌdirMrM. 


30(1) 


MnHioll, 1. T. P. di Treouio 


30(1) 


Lopez, R. I. T. di Bfl.<. . 


27(2) 


Lucaroni. R. 1. T. dì luco». 


26(1) 


Catalaico, R. L. di Cun«o. 


26 


Urbani, di Ancona . . . 


26 


llaraccl,R.I.T.dÌjBe<wa. 




Granpa, Sem. Are. di Imi. 


25 


fiergic di T,-itsU. . . . 


22(2) 


Maraziti. R. I. T. di riutnii. 


22(1) 



Si è distinto sopra tutti per il nnmero, ma piii ancora per la bontà 
delle risoluzioni inviate, il signor 

RAFFAELE "VERGELLInr. del R, I. T. di Torino. 

al quale è stato conferito il IHpìoma d'Onore di f grado, ed il Premio 
Anxdale. 

E stato poi conferito il Diploma d'Onore di 2° grado ai signori: 

VACCHI, SANTARELUt, SlfiNORINI, DE ALOYSIO, JANORA e SEMENZA, 

e la Menzione Onorevole ai signori; 



Pubblichiamo inttne l'elenco dei giovani che hanno risoluto meno di 
un quarto e più di un decimo delle quistioni proposte. 



D'Angelo, E. K«. liiin Ji Caltiiii. qaist 20 


10. Baocl, E. I. T. dì Firmg». qn 


8t. Il (1) 


■arra, B. &uoli Niiitn ti Calluii. , 


20 


lI.P«em.R.I.T.dÌSart . 


11(1) 


Pery. R. I. T. di Mtniina . , 


20(1) 


12.Borio«i.R.I.T.dijMcona. 


n 


erulBnl,B.I.'r.di£o%).a. , 


18(3) 


13. Levi, R. 1. T. di Torino . 


11 


Morbldelli, R. I. T. di Jeei . . 


16 


14. Bocci, R. I. T. di Torino . 


11 


Savino, R.I.T. di BoW. . . 


16 




10(1) 


AfTUo ài Modica ..... 


15(1) 


16. Belvedere. R. I. T. di Itnu. 


9(1) 


Artom, R. I. T. di Torino . . 


14 




9(1) 


Sardelll, R. I. T. di MUano. , 


13(1) 










La REDAZlOf, 
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SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA. 



CONCORSO PER L'ANNO IX (1905-1906) 



a per il premio nriDuale tutti gli studenti di scaoI« 
secODdnrie, abbonati al Dostvo giornnle, puicliè rianlvano più di uit quarto della 
qaistioDi proposte durante il presente anno acolaatico. 

La Redazione Assegnerà il Fbimio AniiiijiLit (che conaiaté in tre libri di ntAte- 
nistica o di fisica, scelti dall'editore Giusti nel eoo catalogo) a quel concorrente 
che giudicherà superiore agli altri, tenendo conto del numero delle quiationi riso- 
lute e dei pregi di queste risoluEioni. 

Tanto il vincitore del premio, come gli altri concorrenti che ne saranno giu- 
dicati degni, riceveranno uu Diploma che attesti la loro diligenza e la loro atti- 
tudine agli studi scientifici. 

Infine sftranno pubblicati i nomi di tutti i risolutori di pi ìi iinn decimo delle 
quistioni proposte. 

La Redazione. 



SULLA SOMMA DELLE POTENZE SIMILI 
DEI PRIMI n NUMERI DELLA SERIE NATURALE 



1. £ noto che, indicando con Sk la somma delle potenze k°" dei primi n 
numeri della serie naturale, la formola ricorrente 

(„ + l)H._l + (' + l)3.+(' + ')s.-, + ... + f J')8, + „, (1) 

permetta di calcolare succe sei vam ente 81,82,8]... Dalla (1) si ricava facil- 
mente che Sk è un polinomio intero e razionale in n, di grado (A; + 1)°*°- 
Siccome per n = è evidentemente 8^ =^ 0, segue che, in detto polinomio, è 
nullo il coefficiente del termine in cui n ha l'esponente nullo. Detti pertanto 

Xi , Xj , i, , . . . . Xk , Xk+1 , 
k + 1 coefficienti incogniti, possiamo porre 

Sk = An) = X.n"-! ■ + Xjn" + X.n^-' + . . . + Xk+i». 1,2) 

Mi propongo di studiare le relazioni che legano tra di loro questi coef- 
ficienti, e di mostrare come, mediante tali relazioni, si possano determinare, 
con una certa speditezza, i coefficienti medesimi, in funzione di A:, e ottenere 
di conseguenza una formola generale, la quale ci dà il valore Sk in funzione 
di n e di k. 

2. Se nella (2), al posto di n, poniamo (n + l), per la nota formola di 
Taylor avremo (') 



o vtu, fuc IV, pig. 52 B ss. 



aU SDPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA. 

ti secondo membro è il coefficiente di ì.^. Con questa osaervazione riesce aeaai 
facile scrivere il sistema per valori particolari di A;. Per es., per A: = 4 il 
sistema sarebbe: 

^s + X( + Xi + 3l, + X, = 1 1 
2X. + 3X, + 41, + 6X, = 4 
3X, + 6X, + lOX, = 6 [ 
4X, + lOX, = 4 
51, = 1 ) 
da cui facilmente: 

cosiceli è 

^'-X + T + T-ffi So '■'•' 

1. Mediante il sistema (a) possiamo determinare X], X], X] ... in funzione 
di k. A questo scopo si potrebbe ricavare X| dall'ultima, sostituirlo nelle 
precedenti e ricavare poscia Xi dalla penultima, poi Xi dalla precedente, e 
cosi di seguito; ma possiamo semplificare assai il calcolo. 

Infatti, dalle due ultime equazioni del sistema (a) si ha 

Posto poi 

lH. = lii(J) (Ì=l,2,...,t-lì 

dove [li sono coefficienti da determinare risulta che possiamo in generale 
ceri vere 

Dev'essere (posto w = 1) 

«(Ì>"(2)+-+'-4ì.)=55^r « 

La (8) è «ina forraola ricorrente, mediante la quale possiamo ricavare i 
valori numerici di jl,, [n, . . . , [ij,.]. Per fc = 2 si ha 



= 3, risulta 



Mlh"( 



ì cosi via di seguito. 

Possiamo adunque venire alla seguente conclusione generale: 
Teorema. — Indicando con S» Ut somma delle potenze k"" dei primi i 

lìimeri della serie naturale, si ha 



, (ik-i sono dati daUa forinola r 
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Con calcoli faciliaaìmi si trova 



cosicché Bara 

^''-fcTT"^"2""'"Ì2Ìlj 



, Dalla (9), per valori particolari di k, si 



-('■+1) 



2 


^ 2 


2 




T 


-^H 


_li 


ri + l)(2.i+l 
6 


!L 


+ 2n' + n' 

4 


= (- 


2 ]■ 


n' 




n 


«(n + l)(2. 



«(n + l)(2»+l)[3»(» + l)- 


-1| 


30 

|«(..+ 1)1'[2»(« + 1)-11 



q\iindi le notevoli relazioni: 

S, = S,' ; 5S« = Si (6S, — l) ; 3St = S, (4S, — 1). 

E. Vbrcellik. 



UN TRIANGOLO RETTANGOLO NOTEVOLE 



I. Problema. — Esiste vn triangolo per il quale si abbia 

p ^ S = Imn, 

dove p e S sono- le misure del perimetro e dell'area dei triangolo ed ì, 
m, n, numeri primi'^ 

Indichiamo con 2x, 2g, 2z i lati del triangolo in questione; allora i 
valori di x, y, z debbono soddisfare al sistema 

* + y + 2 = Imn, {x-\-g-\-z) {—x-\-ij-\-z) {x—y-\-z) {x-\-y—z) = Pm*n'. 
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Questi valori di x, y, z in generale non soddisfano, perchè deve anche 
aversi 

l^m-\-n=.lm.n. (1) 

Vediamo pertanto d& quali valori è soddisfatta la (1). É chiaro che 
non paò aversi 2 = nt := n, perchè in tal caso sarebbe 2 = ys ; d'altra 
parte se l'>m.'>n, (e questo possiamo supporre senza alterare per nulla 
la nostra questione) si ha pure 

ed in virtù della (1) 

wi»<3; 

dunque dovrà aversi mii = 1, ovvero mn ^ 2. Dalla prima di queste due 
equazioni si ha m^M = l, valori ohe non convengono, perchè la (1) ci 
porterebbe alla uguaglianza assurda i ^ ( -|- 2 ; dalla seconda si ha »i=2, 
n:=l, (ovvero wi = 1 ed «^2) e dalla (1) si ricava Z = 3. I numeri 
/,m,n sono dunque 1,2,3 ed i valori di X, (/,3 sono 5,2,1, opperò il trian- 
golo domandato è il triangolo rettonf^olo di cui i lati sono misurati dai 
numeri 3, 4, 5, In conclusione: Esiste un solo triangolo, ed è rettangolo, 
di cui il semiperimetro e Ut superficie sono espressi da uno stesso numero, 
prodotto di tre numeri primi. 

Osservazione I. — La questione ora trattata risolve anche la 108, 
(anno I, pag. 31, del • Supplemento • rimasta insoluta. (') 

Osservazione II. — La superficie del triangolo in questione è espressa 
da un numero di cui il cubo è uguale alla somma dei cubi dei numeri 
da cui sono espressi i lati. 

Infatti si Im 

3' -|- 4» + 6» = 6'. 

OssEEV AZIONE III. — I numeri 3, 4, B, 6 sono i soli che rispondono 
alla questione: Esistono quattro numeri interi consecutivi tali che il cubo 
del maggiore sia uguale alla somma dei cubi degli altri tre? 

La verìfica alla cura dello studioso. 

2. Il trìanKolo rettangolo trovato, ed esso solo, gode di un'altra im- 
portante proprietà che andiamo a stabilire, risolvendo il 

Problema. — Esiste un triangolo tale che abbia i suoi tati esprimibili 
per multipli secondo numeri interi del raggio del cerchio inscritto? 

Poniamo 

a ^ rx, b^ry, e ^ rz, 
essendo a,b,c i lati del triangolo, r il raggio del cerchio inscritto, x, y, z 
numeri interi. 

Ricordiamo ora che in ogni triangolo si ha 

2 cotg i a = cotg \ a cotg i p cotg ^ y. e »>*« ì » = ^T"^ ' 

dimodoché 

{x + y-l)(.-=, + y + e){i:-y + !)^i(x + y + zy, (2) 

e poiché possiamo porre 

~x + y + z = 2X, i.-y + z = 2Y, x + y-z = 2Z, 

la (2) diviene 

X + Y + Z = SYZ, 

m NeU'tiranclitfi della 103 Ite. eìi. t'ì un erroie tipognBco, li deve por» -iflV^. In caubl* 
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da cui (8 1) 

X=l, Y = 2, Z = 3, 
epperò 

a = &r, fc = 4r, e = 3r. 
In coEclnaione : Estete un solo triangolo, ed è rettangolo, tale che i 
suoi lati siano esprimibili per multipli interi del raggio del cerchio inscriUo. 
La identità dei due triangoli studiati è manifesta. 

G. Candido. 



65- QUISTIONE A CONCORSO 



Si domanda uno studio del triangolo noteeole in cui un angolo è 
doppio di un altro. 

Supposto p=^, si dimostrino in particolare le seguenti proprietà: 

1. Fra i lati esiste la relazione «e = 6* — e". E vera la proposi- 
zione reciproca. 

2. Essendo Ib la bisettrice di 8 sì ha b.lb^ac, 

3. La distanza del baricentro di ABC dalla altezza uscente da A 
è uguale ad ic. 

4. La circonferenza che passa pei punti A, C, 0' (essendo 0' il 
centro del circolo inscritto) ha il suo centro sul circolo circoscritto 
ad ABC ed ha il raggio eguale ad AB. 

5. Si ha B0'=6 — e. 

6. Essendo L. , Lb , Le i punti d'incontro delle bisettrici coi lati 
opposti, e T il punto d'incontro di BC colla parallela ad AC per 0', 
i punti La , T sono isotomici. 

7. Il circolo ex-inscritto interno all'angolo a tocca BC nel punto 
di mezzo del aegmento che ha per estremi C, L, . 

8. Il circolo che passa per B, C, 0" taglia AC e AB in due punti 
P, Q in modo die il quadrilatero BO'PC è un trapezio isoscele in 
cui B0'= O'P = PC, Inoltre i punti P, Q sono allineati col punto L. 
ePQ = BC. 

9. Detto R il punto d'incontro di PO' con AB, il segmento PR è 
eguale alla bisettrice di 3- 

10. La bisettrice di a è eguale al doppio della distanza di A dalla 
bisettrice di y- 

11. La distanza CO' è il doppio della distanza di B dalla biset- 
trice di a. 

12. Essendo 0'„,0'b,0'c i centri dei circoli exinscritti si ha 0'0'ii=2c. 

13- Dedurre dalla proprietà precedente che il problema della tri- 
sezione dì un angolo si riduce al seguente: ' Condurre per un punto 
una retta tale che la parto intercetta fra due rette ortogonali abbia 
una lunghezza data ,. 

14. Il circolo che passa per A, C, 0' taglia BA, BC in due punti che 
sono in linea retta con Li, e la cui distanza è eguale al lato AC. 
G. De LoNCHAHpa. 

U rfMJuihHil dMono man invlito il proT. Slillo Ltmri non plA tartfl del 31 gtniilo I90S. 
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RISOLQZIONI DELLE QUISTMI 631, 678, 680, 684, 6!I4 E 695 



63Ì. 

e la difftriK 



lodicADdo COD X ed y le misuie dei cateti, con z e ( iJBpettivAmeDte quelle 
dell'ipotenusa e dell'altezza ad enea relativa, dovremo avere: 

a:-y=,I (1) i' + y» = *' (3) 

I _ ( = rf, (2) x!f = tt. (4) 

Dall'identità (a: — y)' = i' + y' = «arj, per le (1) (3) (4). si lift 
i' — 2d,s + .i' = 

da cai i = d, ± Vi'i" — ri* e, poicLè in virtù della (2) deve essere « > rfi, trala- 
sciando il (±); 

e = <l,+\'di'-d' (5) 

e quindi (2): 

i = Vrf," — rf'. (6) 

Dairideiilitii [x + y]' = i' + .v* + 2j-j, si lia per le (3) (4) 

a: + y = ± Vs' + 2^1 . 

Par le (5) 16) si ba poi da quest'ultima, tralasciando il (±) 

X + y = Ìi.l, * — 3d' + 4d, V'rf,« — .('. (7) 





e sottraendo membro a 


membro le (1) (7} 


si La facilr 


nente: 




^ = iO'+VW.'- 


Bd* + 4d,^d,'- 






y=|(_d+V4^,' 


-Sd' + 4,di\d,'- 


d-). 




Da quest'u 


time, come ancbe dalle 


(5) (6). Bilia come 


ondiiione d 






rf,>rf. 






Quando aia 


soddisfatta questa cou< 


izione facilmente a 


vede che i 


valori tro 



reali e positiv 

Inviarono riioliizioni i aigy. Aprile di Modica; Arloin, Baili, Btrtoglla, Botta, 
Brenta, Levi, Moica, Roccl e Vercellin, R. 1. T. di roi-i>io: Baccl, H. I. T. di Firtnze; 
Bifano, Piicilelll A. e Pi*citelli M., R. L. dì Btntvmio; Catalaico e Lucca, R. h. di 
Cuneo; Crugnola, Pominl e Stmenza, H. 1. T. di Miiano; D'Angalo e Marra, R. 8. delle 
Miniere di CatlnnUsflla; Da Aloyiio, R. I. T. di Aquila; De Lutti, R. L. Foscarini, 
Marzocchi e Vacchi, R. 1. 1'. di Vtnrzia; Gcrgic dì Tritilt; Janora. Lopei e Savino, 
R. 1. T. dì Buri; Lepri, R. L. di Pi»;; Lucaroni e Maracci, R. I. T. di Ancona; 
Mamtnarella, I. T. P. di Rav-^nm; Harazill. R. 1. T. di Fiucniza; Marranghollo e 
Signorini, R. L. di Armo ; Mattioli, I. T. P. di Trivifo; Micheli, R. I. T. di Como; 
Morbidolli. R. I. T. di Jf»i; Perelli, R. I. T. di Roma; Ravajoll, K. L. di ForiV, San- 
laraila, L. P. di Biionlo; Tonali, K. 1. T. di Pania; Tolaro, R. I. T. di Alusina. 

(0. C.-L.) 
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6'78* S« M, N, P < Q »ono 1-UptUieamtnte i punti medi dei lali AB, BC, 
CD « DA di un paralUIogi-nmmo ABCD, diniootiare che le rttte AP, BQ, CM e DN 
deUrmiitano uh parallelogrammo che ì la quinta parie dì quello dato.i') 

Q. CARDOBA-LAYHaS. 

RltolmioM. 

Poiché i quadtiUteri AM.CP « BNDQ hanno ciascuno due lati opposti eguali 
e paralleli, Bono parallelogrammi e quindi è AP|| HC e BQHDR. Perciò, indicando 
con I. J, E, L rispettivamente i punii d'incontro di AP e BQ, BQ e CH. CH e DN, 
DN ed AP, il quHdrilatero IJKL è un / — 7 . 

Osaerviftino poi che per la nota proprietà della retta condotta dal punto di 
mezzo di nn lato di un triangolo parallelamente ad uu altro lato del triangolo 
stesso, al ha 

CK = KJ, AI = 1L, 2MJ = AI, 2PL = CK, 
e quindi, essendo anche per le ragioni già dette, IL = JE, sarà 

AI = IL = JK = CE = 2MJ = 2PL . (1) 

Si conduca da A in parallelft a BQ che incontra in R il prolungamento di CU; 

Carnllelogrammi IJHL e AIJR, aventi basi eguali (1) e compresi fra rette paral- 
I, sono eqnivnlenti, ma per l'eguaglinoza manirestà dei triangoli AKM e JMB, il 
parallelogrammo AIJR è equivalente al A A'B e quindi il / 7 JJEL e il A AIB 
sono equivalenti. 

Nello stesso modo si dimostra che lo stesso / / IJEL è equivalente a ciascuno 
dei triangoli BJC, CED a DLA e quindi il / 7 UKL è la quinta parte del / 7 dato, 

OssBMVAZioNE. — Dopo avore stabilite le (1), si pnò procedere ancbe nel modo 
segnetite : 1 due parnlletogvammi UKL e AMCP, aventi la stessa altezza, stanno 
fra loro come te Usi IL e AP e quindi, poiché è AP ^ AI + IL + LP, il rapporto 
fra le aree dei due parai lei ograni mi è, per le (1). 2:5 e poiché evidentemente 
il CD AMCP è metà di ABCD, il rapporto fra le area dei parallelogrammi UKL 
e ABCD è 1 : 5. ed. d. 

Inviarono risoluzioni ì sigg. Sacci e Cailildt, R. I. T, di Firenze ; Baiti, Ber- 
ti>glio. Brenta, Cemuschl, Levi. Mosca e Vercellin, R. L T. di Torino: Barioni, Luca- 
ronl. Maracci e Urbani, R. I. T. di Aneona -. Caialaico, B. L. e Big.°' Pelllzzarl, R. 1. T. 
ài Cuneo: Crugnola, Pomlnl e Semema, U. 1. T. di Milano; D« Aloytio, R. L T di 
Aquila ; D« Bai. Marzocchi e Varchi, R. 1. T. e Ds Lutti, R. L. Poscnrini di Venezia ; 
Grampa. L. del Sem. Arciv. di Monia : Graiianl, R. 1. T. di Bologna ; Janora e Lopaz. 
R. I. T. di Buri; Marazitl. K. I. T. di PiactHza; Harranahallo e Signorini, R- L. di 
di Areeto; Natalia. R. I. T. di Melfi: Mattioli. I. T. ?. di Trevito; Perelli, R. l. T. 
di Botila ; Perez. R. 1. T. di Metsìiia ; Renna a Santaralia, L. P. di Bilonto ; Tonali, 
R. I. T. di Pavia. (G. C.-L.) 

4ESO. Vna circoiifei-ema e' di emiro 0' rotola sopra una eireonfermta e 
di centro O. Dimotlriirt eh* il luogo dei punti d'incontro delle tangenti condotte 
da ed 0' rinpelticaiiienle a e e e i composto di due circonferenze concentriche 
alla e. $1 Iroeiniy le iiiìmre dei raggi ili queste circonferenze in funzione delle 
misure r ed r' dei raggi delle circonferenze dille. 

G. Cabuoso-Layniu). 

Rlioluzioni del sig. Vercellin, R. I. T. di Torino. 

Hisolnzione geoniftriea. — Sinno H, H' i punti di contatto delle tangenti con- 
dotte da O alla è; K. E quelli delle tangenti condotte da 0' alla e; D e D i 
punti in cui la retta OH incontra le O'E, O'K'. Indichiamo con R una qualunque 
dalle distanze OD, OD' e poniamo OD ^ p, OD'=p'. 3i lia 

^g = ± (OH - RI = ± (Voa*- Ò'H' - r) = ± hV ('■ + 2.-) - R] . (I) 
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Or» 

DO': OD = CD'; 0D'= .': r, 
de cui 

O-D'^T^- 
Inoltre 

OD* - Di? = Off* - 61? = »•■*. 
e qniodi, mediante le (1), (2) 

-^ B" - [Ìrir + 2,-ì - R]» = .". 
Quasi' eqnaEÌODe, che si pnò ecriTere' 



(r' - .-■•) R' - 2,-'V»- (»■ + 2.-) B + rV + r* (r + 2r') = 0, 
mmetto due radici, clie sodo le misure cer»te; risolvendo si ha 



■'l^r(.- + 2.--l±.r'Vr (r-H-gr) 



(3) 



da cui si ricava anche che p e p' sono costanti. 

leUoiuziont trigonometrica. — Siano H, M' i punti in cui le tangeoti condotte 
per alla e' incontrano noa tangente condotta per 0' alla e. OM = p, OH' = p' 
sono i raggi delle circonferenie richiesti ; poniamo O'OH =^ to, O'OM — <a'; si ha 

„,, y_. ,...1 V'-'i'-' + w 

r + r" r+f ' 



is (co ^ «') eoa 0) co» co' ± » 



.-(',•(■■ + 2,-) ±f' Vi' (.■■ + 2i-)' 
.■[.■Vr(.- + 8.'|Tr'l'.-'|r +2.-ll 



ossia ano dei raggi OM e OM' diviene infinito, come è facile vedere anche geo- 
metricamente, l'altro a Jryti. 

Alile lùoluzloni dei sigg. Badi, Bertogllo, Brenta, Moici, R. I. T. e Terracini, 
R. L. Cavour di Torino ; De Aloysio, R. 1. T. di Aquila ; De Bai, Marzocchi. Vacctil, 



'■I 



SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA. 27 

che si scinde nelle due > 

(2) sen bx — cos 4x = 0, (3) 1 + sen 6x eoa 4x = 0, 

La prima di queste si può scrivere sotto la forma > 

cos (90® — 5a?) = cos 4ar, (4) 

da cui 

90« - 5a? = S60» k ± 4x, (5 ) 

e quindi 

(6) X = 40''ifci -h IC» e (7) a? = 860»ifca + 90® ; 



^' 



nià le soluzioni rappresentate dalla (7) sono, evidentemente, comprese in quelle 
rappresentate dalia (6), dunque tutte e sole le soluzioni della (2) sono rappresen- 
tate dalla (6). 

Per risolvere la (3) si cominci dall'osservare che essa non può essere soddi- 
sfatta altro che da valori di x che soddisfino contemporaneamente all'una o al* 
Taltra coppia di equazioni 

/ sen 5a; = + 1 / sen 5a? = + 1 

(cos4a:= — 1, (cos4a:= — 1. 

Ora, affinchè siano soddisfatte le (8), si deve avere contemporaneamente 

bx = 360®/ii + 90® e 4ar = 360®;Ì2 + 180 
ossia* 

(10) X = 72®;ii + 18® e (11) a? = 90®A2 + 45® ; 

quindi deve poter essere 

72 hi + 18 = 90 *« + 45, 
ossia 

8;*i — 10^2 =3. 

Ma, non essendo 8 e 10 primi fra loro, questa eguaglianza, per hi e ^2 interi, ò 
impossibile, quindi non esiste nessun valore di x che soddisfi alla coppia (8). Af- 
finchè siano soddisfatte le (9) si deve avere contemporaneamente 

5x = 360®A8 + 270® e 4x = 360*^4+180®, 
ossia 

(12) ar = 72®fca + 54® e (13) ar=:90®A4; 

quindi deve poter essere 

12hi +Ò4^ 90*4 . 
ossia 

5*4 - 4*8 = 3. 
Questa è soddisfatta per 

*4 = 3 + 49 e *s = 5 + 59, 

quindi esistono dei valori di x che soddisfano alla coppia (8) e questi son dati 
dalle due espressioni 

(14) a: = 72® (3 + 59) + 54® e (15) a? = 90® (3 + 49) 

le quali coincidono, tutt'e due, nella sola 

(16) a: = 360®9 + 270®. 

Concludendo : l'equazione proposta ha tutte le radici comprese nelle due espres- 
sioni 

X = 40®A:i + 10® e x==r. 360®9 + 270®, 

e nessun'altra. 

03SBRVA2I0NE. — La (2) si può, meno semplicemente, risolvere anòhe osser- 
vando che essa equivale all'altra 

(17) 2 sen i (9a; — 90®) cos 1 {x + 90®) = 0, 



SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA. 29 

Nelle soluzioni dei sigg. Santarella (L. P. Biionto), Maranghella (R. L. Arezzo), 
Pomlnl (R. I. T. Milano) si ricorre alle espressioni che danno sen hx e cos ^x in 
funzione di senx. 11 primo erra quando asserisce che l'equazione proposta si scinde 
in quattro equazioni, che sono la (2), la (3), cos 4j; = e sen hx =: 0; risolve bene 
la (2), passando per la (4); poi, sostituite nella (3) le espressioni accennate, giunge 
a un'equazione numerica di nono grado in sen x, delle cui nove radici, una si 
vede subito essere data da 8ena;= — 1, donde la (16), e le altre otto (come egli 
asserisce) non sono calcolabili colla matematica elementare. Il secondo comincia 
a sostituire le espressioni accennate fino nella (2), giungendo così a un'equazione 
numerica di quinto grado in sen«, che si scinde in due di primo e una di terzo; 
ma poi nel risolvere queste equazioni trova x = 180°Aj ± 90® e a; = ISO^ib ± 30°, 
invece della (6) e della (7) ; in quanto alla (3), egli giunge, come il primo a 
un'equazione di nono grado (la quale però è errata nei coefficienti) e si limita a 
concludere che, risolvendo questa equazione, si hanno le altre radici della pro- 
posta. Il terzo comincia col commettere il grave errore di scindere la equazione 
proposta in due equazioni, una delle quali è la (2) e l'altra è 

sen hx + cos 4a? + 1 = 0, (8)' 

invece delle (3); erra poscia nel risolvere la (2), perchè, invece della (6) e della (7), 
trova ar = ± (20°Ari + 10°) e or = ± (ISO^A:» + 90°); sostituendo poi nella (3)' le 
espressioni accennate, giunge ad un'equazione numerica di quinto grado in sen a:, 
che egli risolve laboriosissimamente col metodo d'approssimazione di Newton (!), 
concludendo che la (3/ non ammette nessuna radice. 

G. Pesci. 

©04I» Discutere Vequazione 

X* (1 + tan a tan p tan y) + a? (I — tan a) (tan P -f tan y) + 

-+- (tan a -\- tan P tan y) = , 

e mostrare che la condizione necessaria e sufficiente, affinchè essa abbia le sue ra- 
dici reali, è che tana non sia compresa fra tan'Kp — y) e ctn'i(P — y). 

Elgé. 
Soluzione. — Indicando con X il discriminante della equazione proposta, si ha 

(I) A = (1 — tana)«(tanp -f tanr)" — 4(1 + tana tanP tanr)(tana -\- tanp tany), 

= (1 + tan«a)(tan? + tanr)* — 2 tana (tan? + tany)' — 

— 4(1 + tan'a) tan? tany + 4tana (1 + tan* Ptan^y), 

= (1 + tan*a)(tanp — tany)' — 2tana[(tanP — tany)' + 2(1 + tanp tany)*], 
= (tan? - tanr)' [tan'a - 2 Un. {l + 2(?^|!^)'} + l] . 

= (tanp — tany)* {tan*a — 2tana [1+2 ctn"(p — Y)] + l}. 

Affinchè dunque le radici della equazione proposta siano reali, deve essere 

tan'a — 2tana[l +2ctn'(p— y)]+1^0. (1) 

Ora, risolvendo rispetto a tan a l'equazione, che si ottiene eguagliando a zero il 
primo membro, si ha 

tan a = 1 + 2 ctn« (P — y) ± ctn (P — y) Vi + 2 ctn* (p — y), 
^ sen' (p -. y) + 2 cos* (p — y) + 2 cos (P — y) 

8en«(p-y) 
1 -f cos* (P — y) ± 2cos (p — y) 



1 — cos* (P — y; 
[l±cos(P-y)]«. 



1 — cos*(P — y) 




30 SUPPLEMENTO AL PEBIODICO DI MATEMATICA. 

'ult = ;+'=''''^-^i = ct„. ^ , e un , = 1— --li^J = un' ^ 

La condizione neuessAm e eufficiente ftffinuliè l'equAKÌoiie propoita abbia le Bue 
radici reali è dunque che Un ce non sia cuinpi'e»a tra queste due radici, gli estremi 

Le dimostrazioni |vei'vennte aono note. 

Quelle dei sigg. Vicchl (U I. T. Vtniiia), Da Klayllo) |K. I. T. di AqnUa), 
Signorini (R. L. Amza\, MarangMIo (U. L. Aretxo), Jtnora |K. I. T. Bari), coin- 
cidono, meno qualche differenza nella aucceasione delle tinsrurmazioni, colla pre- 
cedente. 

Quella del ai^. SinUrella (L. ?. BAonln) è meno semplice e meno chiara, 
perchè iu essa, dopo esser giunti con Inboiioae tra sfar magioni alla disegua- 
glianza 

2 tana ^ 1 — cos' (3 -fi 
l + tan'a = l + cos'IP -■;)■ 
che è equivnIenU nlla (2), ai aaaerìgce senz'altro che questa non può essere ve- 
rificata da nessun valore di tan et compreso fra i limiti indicati nel dato. 

Nella dimostrazione del sig. Mosca (,R. I. T. Torino) si mette d sotto la 

tau'a(UuS + tauT)' — 2Una[(Unp + tanr)'-i-2(l + f un* St«n*T)] + 

+ (Un p — tanT)*, 
si risolve rispetto a tana l'equazione che si ottiene eguagliando quoaU eapres- 
sione a lero, senza eseguire nessuna semplificozione, e poi si fa vedere che 
tan \{i~^t) e ctn f (jl ^ y), espresse in funzione di tan ^ e di lan y, coincidono 
• colle radici precedentemente trovate. Questa è quindi una verificazione piuttosto 
che una dimostrazione, ed è molto meno semplice di quella suindicata. 

Le Boluzioni dei sigg. Bertoglio e Carnutchl (K. 1. T. Torino), coincidenti nella 
BosUnza e nella forma, Bono analoghe a quella del sig. Mosca, però il ragiona- 
mento è assai meno completa, e in esso pare che si ammetta che due equazioni 
di secondo grado, aventi lo stesso discriminante, abbiano le stesse radici. 

G. Pasci. 
69S< Diteuteri t'iquazione 
x'{r tan a. tan p —p tan P — j tan a.) +xl(ii + g)(l —tan a tan S) — r (tan k + Un p)] -1- 
+ (jj tan a + 3 tan p + f ■) = 0. 
t moslrart in parlicolart, che le radici tono retili quando p f q tono delio *tf»»o 
segno. Elcé. 

Soluzlono. — Indicando con A il discrimiuante della equazione proposta, si ha 

(1) A = [(p + q) (1 — Un « tan P) - r (tao <x + (Hn ?)]' - 

. — 4 [i- tan a tan p — j) tan ^ — 9 tnn a] [p Un a + g tan p -(- f], 
=■ (p* + g') (1 + lan a tan p)' -f f' (tan a - t«n ?!' + 

+ 2pq [il + tan a Un p)' + 2 (Un « - tan pì'J - 

■ -- 2r (p -t- q) (tan a + Un t) (I — tan a din f) -)- 

-f Arp tan p (1 — tnn' a) + 4rg tan a (1 — tan' p), 
da cui 

(2) a = (p'4.g')(l +tanatanp)' + f'(tana-tanp)'-|- 

+ 2pq[{\ -f- Un te tan.p)* + 2 (tan « — taa 'ì)-\ — 

— 2rlp — si (tan a. — tan Èj (1 + tan ix tan p), 
= (Un a - tan p)' [(p' + ?'} Ctn' (i — p) + 

-f- r' — 2r (p - }) ctn (a - P) -|- Apq ctn= (a - P) H- Apq\. 

(3) A = (tan* — tanp)'|[(p — 3)cta(« — P)-; (-]*-|- ipjcac- (a — P]), 

Di qui deriva immediatamente che l'essere p » q dello stesso segno è condizione 
sufficiente nffinchÈ l'equazione proposta abbia te sue radici reali. 
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Le soluzioni pervenute sono soltnnto quattro. 

In quella del sig. Vaccbl (R. 1. T. Vtneiia) ai giunge nlla (3) per una vìa al- 
quanto diversa d> quella qui indicata: essa è un po' più lunga, ma è forse più 
diretta. 

Il Big. Signorini (R. I. Artzto), nel giungere alla (2), erra il segno nel fat- 
tore p — q dell'ultimo terniine, quindi A si riduce, erroneamente, alla forma 

A' + ipqB\ 
dalla quale però deriva egualmente la conclusione che ai vuole. 

In quella del ejg. De Alayiio (R. 1. T. Aquila] si aseerisce, senza mostrare come, 
che dalla forma data dalla (1) si può passare nll'altriL. 

come si vede, il sig. De Aloisio ha probabilmeuto commesso l'errore del eig. Signo- 
rini e un altro ancora; ma un errore ben piìi grave cominette quando dall'eapres- 
sione ora accennata orede di poter dedurre la vonclasioue clia si vuole; perchè da 
essa, se inai, deriva che l'eguaglisoza dei segni di ;j e di g à condiziona necessari» 
e non sufficiente, mentre si deve dimostrare che quella condizione è sufficiente. 

Il Big. Santarella [L. P. Bitoato), giunto alla (2), conclude eenz'altro che, se 
p q sono dello stesso segno, i primi tre termini sono certamente positivi, e la 
somma di essi è maggiore del terzo termine : e questo, a dir il vero, non si vede 
affatto. 

Nota. — A proposito dalla discussione, richiesta in questa questione e nella 
precedente, si può osservare che (come ha giustamente accennato il sig. De Aloysio, 
per la prima) essa riesce troppo Uborioss se non si stabilisce che alcuni degli 
elementi dati (v, f, r nella prima, p, q, >', a, p nella seconda) siano fissi. 

G. Pksci. 



QUISTIONI DA RISOLVERE 



711. I centri delle facce di un poliedro regolare sono vertici di un 
secondo poliedro regolare; determinare il rapporto dei volumi dei 
due solidi. 

0. Loria. 

712. Dimostrare cbe la somma delle distanze del centro del cerchio 
dei nove punti dai centri dei quattro cerchi tangenti ai lati di un 
triangolo è il triplo del diametro del cerchio circoscritto. 

C. ClAUBERLlNI. 

713. Siano M^, Mu, Me i punti medi dei lati di un triangolo ABC 
(nJc); si conduca da M» la perpendicolare da. CA, da Mb la perpen- 
dicolare a ad AB e da M» la perpendicolare ò' a BC ; se è 

A'^ (6', e'), B'= (e', a'), C's (a', b'), 
indicando con A e A' rispettivamente le aree dei due triangoli ABC 
ed A'B'C, si ha 

64.i.i'=(a* + J* + c»)'. 

G. Cardoso-Laywes. 

714. A ciascuna estremità dei bracci di una leva di primo genere 
è sospeso, mediante un filo di peso trascurabile, un corpo omogeneo, 
il quale viene a immergersi totalmente in un liquido. Trovare in qual 
rapporto debbono essere i due bracci affinchè la leva resti in equili- 
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brio, supposto die l'un corpo Bia una sfera di raggio »■ e di peso 
specifico p, e il liquido in cui è totalmente immerso abbia il peso 
specifìco P; che l'altro corpo sia un cilindro rotondo di altezza /i, di 
peso specifico p e l'area della sua superficie totale abbia il rapporto />■ 
con quella della sfera, e il liquido. in cui trovasi totalmente immerso 
abbia il peso specìfico P'. Discutere la formola di risoluzione. 

0. Gare IERI. - 

715. Trovare i ]ati d'un triangolo rettangolo, sapendo clie la su- 
perficie laterale del cono di rotazione avente l'ipotenusa per raggio 
della base e per apotema la somma dei cateti è equivalente alla 
superficie del certliio di raggio a, e sapendo inoltre che il rettangolo 
contenuto dalle differenze fra l'ipotenusa e ciascuno dei cateti è 
equivalente al quadrato di lato b.' 

7(6. Pel vertice C opposto ad A di un rettangolo ABOD si con- 
duca una retta che seghi nei punti P e Q i prolungamenti dei lati AB 
ed AD, e ai completi il rettangolo APRQ. DeteiTninare i segmenti AP 
ed AQ in modo ohe il volume generato dalla rotazione del rettan- 
golo APRQ intorno al lato AP sia eguale al volume di un altro 
cilindro avente il raggio della base eguale ad un segmento dato k e 
l'altezza eguale ad AQ. Qual'è il più piccolo valore die si può dare 
a h? e come si trovano in questo caso i punti P e Q? 

717. Trovare quattro numeri in progressione geometrica, data la 
differenza n degli estremi e quella b dei medi; e provare che se il 
rapporto tra d ed a è dato dalla 

dove gè un numero qualunque, le soluzioni diventano razionali in a,b,g. 

. 718. Trovare quattro numeri in proporzione geometrica, conoscendo 

il rapporto q di un antecedente al rispettivo conseguente, la somma a 

dei due antecedenti e la somma Zi* dei quadrati dei quattro numeri. 

719. Dimostrare che la funzione 

1 -|- sen' (.X -\- h) cos j: 

1 — sen* (x + A) -^ sen x ' 
dove A è un arco costante, compreso fra e \r., cresce quando x 
cresce da i(in — h) a in — A. G. Pesci. 

720. Dimostrare col metodo d'induzione la nota formula 

l. + 2. + 3. + ... + „.. ^ 1 
mp*' p + 1 

essendo p un numero intero positivo. Catania. 
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SOFISMA. 

Ogni IrinHffoic i Uott^tt. 

Dato BD triaii«olo ABC qnalalTOBlia, at innilii Dal pauto di mauo D di BC la paipaddlnlara 
al eondou la biaettrlsa dairaogolo oppoato A. 

la * codaata parpandiaotara aoDo parallala 11 liiangoto è laoiea]*- Sa aaaa 
a O qDHto i iManio o «ttmo al trlancolc. 



Sa codaaU 




a 11 triangolo dato i liOMOla. 

Be poi il paolo è aotatno al trianpilo, biata lipetare tt modoaiua ooatnulini 
almUmaote l'ngnaglUnia dal dna trlangoU ratUogoli AFO, AEO, onda rianlU 
AE = AF, 
Coal dall'ngnigliania dal triangoli OBF, OCE al rie|Ta 
£B = EC 
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RMulwa del aig. LmBi. E. L. di Cxa». 

CbUmando P 11 prodotto di trtU i ■■Karl Intail da 2 alno ad m 4- 1. turi F ma 
Bonno del Domeri Interi 2. J. f . . . m, « + 1 e par ooDiegaanti gli m Damarl 

F + 2. P + 3, F + i,....F + m, P + (« + 1) 
aono rlapatti ramante mnltiplì di 2. 3. 4 m, (■■ + 1) a perciò non aono numeri pr 



ALCUNE R£LÀ2ip^m GLI ELEMIj D'UN TBIAN60LO 



\. Gli elementi d'un triangolo qualunque sono legati fra loro da 
molte relazioni assai interessati ti, alcune delle quali sono assai note. 
Mi propuiigo di raccogliere in queata iiotìcina pareccliie relazioni sem- 
plici e notevoli, di cui alcune, forse, non furono mai osservate, e di 
mostrare come di esse ci si possa utilmente giovare, quando si vuol 
costruire un triangolo, dati tre elementi, che non siano tutti lati ed 
angoli. 

Sia ABC il triangolo fondamentale; indicherò con u, ^, y, gli an- 
goli opposti ai lati a, b, e; con ha, hb, h^ le altezze relative ai lati a, b, e; 
con t\, Th, r,. i raggi dei cerchi ezinscritti; con S^, St., S,. le distanze 
dell' ortocentro dei vertici; con R, r i raggi dei circoli circoscritto e 
inscritto; con p, S il semiperimetro e l'area del triangolo. 

2. Le note formule 

, S S 

p-b = -, P-c=-, 

sommate membro a membro danno 



Formolo analoghe si hanno per hi,, hd avremo dunque il 
Teorsha. — In ogni iriangolo l'altezza relativa a uno dei lati è media 
armonica fra i raggi dei cerchi exinscritti relativamente agli altri due lati. 
Corollario — In ogni triangolo sì ha 

Questa, ed analoghe si ricavano facilmente dalla (1) mediante la 



3. Moltiplicando fra loro membro a membro le (1), (2), risulta 
1 K-r)K + r.) 
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Queste forinole eaprimoiio il seguente 

Teorema. — In ogni triangolo un lato è medio proporzionale fra la 
somma dei raggi dei circoli eQ:inscritti relativamente agli altri due lati, 
e l'eccesso del raggio del cerchio exinscritto ad esso relativo su quello del 
cerchio inscritto. 

Le (4) moltiplicate fra loro membro a membro porgono 

(I-. + r.) (.1, + r.) (r. + ij (,-. - .) (r, - ,) (r, - r) = o'iV (6) 

etl essendo (V. "Supplemento, Anno Vili, Fase. V) 

(r.-r)(r.-,)(,-.-0 = 4Bt', (7) 

o'4V=16R"S", 
sostituendo risulterà 



S,|,j/ K + ->l (.■. + ■■.) ln.+r„) , ,3, 

Questa, essendo S^pr, porge a sua volta 

1 t/ |i-. + nllit + r.)(f, + r.) 

4. Dalle (4) consegue 

(6 + ») (S - ») - {.1, - .) (,-. + ,-.) - {,; - r) (r. + r J 
ossia, sviluppando, semplificando e raccogliendo 

(i + e) (A - e) = {r + n) (r. - n). (10) 

Avremo perciò: 

Teobem A. — In ogni triangolo il rettangolo che ha per lati la somma 
di due lati, e la loro differenza è equivalente al rettangolo i cui hti sono 
la somma dei ra^gi dei circoli inscritto e exinscritto relativamente ed 
terso lato del triangolo, e la differenza dei raggi degli altri due circoli 
exinscritti. 

Si ha poi 



r.+ r 



1 + 7- 1 + - 



(12) 
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Corollario. — In ogni triangolo sì ha 

l, + e (r. + .)(.i, + r,) 
»-«-(.•. — idi, -.-,)■ 

5. La nota relazione 

tv + n. + r.-,=4R (13) 

e la prima delle (4) mostrano die tanto r^ — >'. quanto rb-^'V ^o^' 
diafano l'equazione quadratica 

X' — 4RX + n'' = 0. ((i) 

Percid sussistono le relazioni 
«'=(r,. + .-.X4K-.„-,-,), (14) «•-(,-.-r)(4R-.-. + i). (14)' 
Ma dalla (^i) si desume 

7„1 r j = 2tt ± V4R'-a'. (15) 

Supponendo di prendere 8» negativamente quando è A>iii, sic- 
come 

5„ = y4R'-a', (16) 

risulta 

S„ = ,-b + iv-2R = »-. + r + 2R; (17) 

la (17), ed aiialuglie danno 

5„ + 8b + 5. = 2(r, + »-b + r. — 3R), 
ossia, per la (13), 

E» + 5u + 5, = 2(R-(-r). (18) 

Potremo, in conclusione, dire: 

Teoreha. — In ogni triangolo la somma, delle disianze dtU'orto- 
eentro dai vertici è uguale alla somma dei diametri dei circoli inscritto 
e circoscritto. 

6. Essendo 

5. = 20M. = 2R cos a , (19) 

la (17) dà 

r„ + r, = 4Rcos'ix, (20) r. — r = 4RBen*Ì3i. (20)* 

Queste, per la (3) forniscono 

»b-f-».! »b»r 

La (21), avuto riguardo alla (5), dà 

S = r»v ctn io. = »-,,n tan U . (22) 

Poiché 

S = i fcc sen a , 
dalla (22) scende 

tv"i: = bc cos' ia , (23) rr^ = bc sen* \i. . (23)' 

Da queste due, finalmente, si ha la notevole relazione 

nr. + n-. = fcc, (24) 
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circonferenza di raggio r che toccherà i Iati di a in due punti B', C 
e sarà, come è noto 

AB' = AC' = p — a. 
Ciò posto abbiamo 
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Determinare le condisioni necat»arie e sufficienti, aOe quali dtitbano sod- 
disfare i numeri p, affincM gli n numeri del quadro (A, divisi per n, diano 
reati tutti distinti e l'ultimo dia per resto zero, 

e per il suo studio distinguo il caso, in cui sia i = 0, ovvero » divisibile 
per a, dall'altro, in cui sia t diverso da zero e minore di s. 

1. Peimo caso, cioè n = »m. — Io questo caso il quadro (A perde l'ul- 
tima sua verticale, diventando 

Pi P.+Pi 2P.+P, ... (m-l)P,+p, 
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e la differenza &a dae numeri di u 
(K, — K,)P., in cui è K,<Kj<w 

(K,-K,)P. = »(K,-K,). — P. = *(K, -K,)d9'; 

ma Ki — K| può assumere qualunque valore da 1 ad m — 1, quindi preso 
Ki — K, T= q <^m, ai trova 

(Ki — K,) P, = «g . dq' = smq' = n^; 



risulterebbe così divÌBibile per n la differenza di due numeri del quadro (B, 

i quali perciò, divisi per n, darebbero resti ugiiali, contrariamente all'ipotesi. 

1a condizione è anche sufiGciente. Infatti, consideriamo due qualunque 



i del quadro (B non appartenenti alla stessa orizzontale, cioè 

K,P.+p,+p. + ...+i>j 
dove Ki, Ki siano due numeri, uguali oppur no, da ad m — 1, ed t,j due 
numeri distinti da 1 ad*. Secondo che è i>j, oppure i<j, la differenza di 

(K, - K.)P. +PJ+. +pi^, + . . . +P, , 

(K, - K,)P. +P,,, +y,+, + . . . +pj, 

ma queste differenze non sono divisibili per n, perchè non divisibili per «, 
essendo (Ki — Kt) P, divisibile per a e non divisibili per n le due somme 

P)+> +Pl+t + ■■• +Pi < Pl+i +P-+Ì + ■ ■ ■ +Ps 
per ipotesi; dunque due numeri del quadro (B non appartenenti alla stessa 
orizzontale, divìsi per n, non possono dare resti uguali. 

Consideriamo poi la differenza dì due numeri del quadro (B appartenenti 
alla atessa orizzontale, cioè 

(K, — Kj) P. = « (K, - K,) . — P. ; 

questa nemmeno è divisibile per n, perchè (Ki — Ei) , — P. non è divisibile 

per m, essendo — P, primo con m per ipotesi, e Ki — K| non divisibìte per wi 

perchè minore di m. Dunque concludendo, due qualunque dei numeri del 
quadro (B divisi per n non possono mai dar resti uguali. 

Osnervazione. — Nel teorema dimostrato si ritrovano le coudizìoni date 
nella risoluzione del caso particolare, in cui è n— 2m, ovvero ji = 2. cioè: 
dover essere i due numeri pi , pt non divisibili per 2, ossia dìspari, e dovere 
essete i(,pi +pt) primo con m. 

Similmente per n = Sm, cioè « — ^, sì hanno le condizioni: dover essere 
i numeri pi, pi, Pt, Pi+Jh, Pt + pi non divisibili per 3, dover essere 
pi +Pi +P» divisibile per 3, ed i{p, +p, +Pi) primo con m. Etc. 

8. Secondo caso, cioè n = «m + i (0<;i<; »), — Le conclusioni, alle quali 
giungemmo nel caso particolare, in cui è n ^ 2ia +1, cioè : essere possibile il 
problema soltanto ae pi=pi e pi primo con n (nelle quali ipotesi si ottiene 
l'ordinario poligono stellato) non sono generalizzabili nel caso di iC>2; ovvero, 
se è a>2 si può avere qualche soluzione diversa dall'ordinario poligono 
stellato. 

Cori, per es., nel caso di n = 4m + 1, scelto un numero p primo con h. i 

pi=p, p, — 2p, pi = -p, p, = '2p 
risolvono il problema, perchè formando con essi il solito quadro, cioè 
p bp 9p ...{4m-B)p iim + l}p 

3p 7p llp ...iim~l)p 
2p Vip lOp ...(4m — 2)p 
4/» 8/) 12p ...Amp 
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i numeri, che lo compongono, essendo tutti i multipli di p primo con ti ne- 
condo i numeri da 1 &d », danno resti distinti quando ai divìdono per ri. 

4. L'esempio citato or ora ci induce a stabilire alcune condizioni miffi- 
cienH per avere soluzioni del problema nel caso, che si considera. 

Infatti, formata una permutazione dei numeri da 1 ad n, che indiclic- 



ed i numeri Ti , j"! ,... l'i-i tutti minori di i, e scelto j> primo con», il quadro 
r, p {r. + r{)j> (2r. + n)p ... \(m - 1) -■. + n\i> (/nr. + r,)p 
np (r. + r,)p (2c.+ .-,)p ... ((T«-Ì)r. + r,]i. (».r. + ,-.);, 
(C 

r.p (<-. + r-.)p (2i-. + r,i;i . . . ^w ~ 1) r. + njp {>n>:-\-r,)p 
nnP {r. + r„i)p ('ir. + Jì^.ip. . . [(m — 1) r. + n,,|p 

r,p 2r,p Si\p inr,/! 

è formato daeli Ji multipli di p aecmido i numeri da 1 ad », e quindi essi 
numeri, divisi per », danno restì tutti distìnti e l'ultimo Àk per resto 0. 
Posto quindi 
Pi=r,p, p,={r,— n);>, ]H=(rt-iVp . . . pi=zyr.-ri.,\p ... p,=<,r.-r^,)p, 

coi numeri pi , ;>i , . - . Pi secondo le t^ondizioni del problema si ricostituisce 
il quadro {C, e perciò essi costituiscono una soluzione del problema. Pos- 
siamo dunque enunciare il seguente 

Tborsma. ~ Se é n = 8m + i iP<ì<8), i 
contituiacano tuia noluxitme del probktna, i in__ 
iipli di tm numero p primo coti u xiv-ondo i mtmeri 

dove, ri , rj , . . . ri , . . . T. fonnitio ima permutazione dri numeri ila 1 ad a, 
con rj ^ i, r, = 8 ed rj , r» , . . . r(_i dintìntì e minori di i. 

In questo teorema è compreso il caso dell'ordinario polìgono stellato se 
si suppone che la permutazione dei numeri da 1 ad n sia proprio la permu- 
tazione principale 1, '2, 3. . . . Jt. 

6. Ida le condizioni espresse dal teorema precedente sono poi anche ne- 
cessarie per la possibilità del problema nel caso in esame? £cco ciò che non 
possiamo asserire. Una condizione, però, necessaria, a cui debbono soddisfare 
1 numeri p per la possibilità del problema, ci è data dal fatto di dover essere 
divisìbile per n l'ultimo numero del quadro (A relativo al caso, che si studia, 
cioè mP. -)- Pi . Infatti, da 

HiP. 4- Pi = ut 
con ( intero deriva 

«( — )hP. = Pi, (1 

e quindi, supponendo ii ed m primi tra loro, ed indicando con —^ la penul- 
tima delle ridotte della trazione continue, in cui »i può svolgere la frazione — > 
si avrà necessariamente, |)er la nota teoria deirAnalisi indeterminata, 

(=±ni.P.-f"'9 

P- = ± «1 Pi -1- » e 

con e arbitrario intero, ovvero dovrà essei-e necessariamente 
P. = ».Pi, 
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Ma se n ed m non sono primi tra loro, e d è il loro in. e. d., dovrà essere 
necessariamente anche P{ divisibile per d, altrimenti l'equazione (1 non ha 
soluzioni intere per t e P.. Ammettendo quindi che sia Pi divisibile per d, 
ed indicando con n', ??*', P'i i quozienti delle divisioni per d di n, m, Pi, l equa- 
zione (1 diventa 

n't - w'P. = Fi 

ed è soddisfatta dalle soluzioni intere di ^ e P. date da 

t=± m',Fi + m'e 
P. = ± n\ P'i + ^»'e 
dove n'i , m'i siano i termini della penultima ridotta della frazione continua, 
in cui si sviluppa la frazione -— ; ovvero, moltiplicando per d il valore diP», 
possiamo dire che dev'essere necessariamente dP, ss/i'iPi a meno di un mul- 
tiplo di w, dove n\ sia preso positivamente o negativamente secondo che — - 

li 
è una ridotta di posto dispari o pari nello sviluppo di — ; in frazione continua. 

Osserrazione. — Nel caso contemplato dal teorema del n. 4 si verifica la 
condizione necessaria ora trovata. Difatti è ivi P. = ap^ Fi = ip\ per cui, se n 
è primo con m, in virtù della condizione trovata dovrà essere 

P, — WiPi = Hj) — ììii}} = multiplo di 7ìy 
ovvero 

,v — 7<i/= multiplo di «, 

perchè per ipotesi è p primo con «. Ma da n = .sm -|- i si ricava i = n — jvwi, 
quindi risulta 

s — n\i = s — Hill -j- nisni = .v (wiW -|- 1) — ///h , 

in cui ììi dev'essere positivo o negativo secondo che la ridotta — - è di posto 

dispari o pari; e j>oichè d'altra parte è 

nmi — nitti = ± 1 , ovvero nini = vmi ± 1 , 

in cui il segno -f- o — corrisponde al posto dispari o pari della ridotta — 

ne deriva quindi in ambedue i casi che ^ — liti è un multiplo di n. 

Se invece non è n primo con w, il loro m. e. d. 6 dividerà anch 
quindi !/>; e dovrà dunque essere un multiplo di n la differenza 

dP. — ?j'iPj = tsp — n\ìj> = tsp — 7ì'i (n — 8m't)jì = Òsp (1 4- w'/i'i) 

e ciò è vero per le stesse ragioni dette di sopra. 

E. y 

f Continua). 



66' OUISTIONE A GONT 



1. Determinare il volume V di una ^ 
la distanza dei centri d ed i raggi R. 
che limitano la lente. 

2. Determinare i raggi R, R' cor 



Ls ritoiuiioni tevono mtera Inviate al r 
La migliora ritolniloiia tari pabMieat<' 
fra la proprie edizioni, manderà In prem^ 
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emmioNi deue guisTioNi m, m, m, m, m, m e m 



OTO* Si indichi con ri.j (i, j = 1, 2, 3) la retta condotta dal perlia A, di 
un triangolo AiAiAj, perpendicolarmtnte al lato AiAj i con B| iT punto d'incontro 
dttU rette ri.j ed tk.j; si dimotìri eh* il triangolo BiBtBj ì uguale ad AiAtAg ; 
( elle i due triangoli sono limmelrici rispetto al centro del loro eomune cerchio 
eÌr€Oteriito. 

G. Càrdoso-Laykbb. 

RiMluiion* del sig. Vercellln, R. I. T. di Torino. 

1 qDadrHDgali 

A,A,AiBi, A,A,A>Bi, AiAiAiBj, 
sono eviden temente inscrittibili, arendo ciascuno due angoli opposti retti; perciò 
risulta che i due triangoli AiAiAi, BtBjBi sono inscrittibili in una stessa eircon- 
feienza di centro 0. Da ciò segue che i quadrangoli 

AiAiBiBi, AiAgBiB,, AiA.BiB, 
SODO rettangoli ; perciò i punti Bi , B^ , Bj sono rispettivamente i simmetrici di 
Al, A], Ag rispetto ad O; i triangoli AiA;Ai, BiBjBi sono adunque figure sim- 
metriche rispetto al punto 0, quindi sono eguali. 

Altre risoluzioni dei sigg. BerlOflIio, Brenta, Cemutchi e Mosca, R. [. T. di To- 
rino; Borioni. Lucarvnl, Hiracel e Urbani, R. I. T. di Ancona; Crupnola, Poailni e 
Swnann, R. I. T. di Milano; De Aloyslo, R. 1. T. di Aquila; De Bel. MarzoccM, 
Vacchl, R. I. T. e Da Lutti. R. L. Foscarini di Veneiia; lamon, R. 1. T. di Bai-i; 
■irrangtwiio e Signorini, R. L. di Areign; aig." Pelliizorl, B. 1. T. di Cuneo; 8an- 
taralla, h. P. di BUonto. Tre soluzioni ineaatte. 



(G. C.-L.) 



tt98. In un triangolo A. B. C i lertici A, B sono fiisi ed il l 
li sposta eolia condizione che sia 



Trovare il luogo del vertice C, 

Risoluzione del sig. Harranghello, R. L. di Are 
La condizione data equivale all'altra 



PJ,-N. Barisi Blf. 



eì deve avere cioè 

Ma e eoa a e n eoa r sono appunto ì segmenti in cui l'altezza cori' ispond ente 
a B divìde il lato opposto; ai tratta dunque di trovare il luogo geometrico dei 
ponti che, congiunti con <x, determinano dei segmenti che vengono divisi in parti 

[iroponionali ad »i e à 1 dalla circonferenza che ha per diametro AB; a questo 
nego è precisamente la circonferenza avente per diametro AM, ava M è nn punto 

allineato con A e con B, tale che ttb— >»■ 

Risolutori i sigg. 8«rt(»glio e Brenta, R. 1. T. di Torino ; De Aloyslo, B. I. T. 
di Aquila ; Juora, R. I. T. di Bari ; Marranghsllo e Slfmifinl, R. L. di Arezzo ; 
~- '- Ila, L. P. di £i'fa»(o ; Samenu, R. 1. T. dì Aff/nno; Vaccbi, R. 1. T. di Venezia. 
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TrO*» S* p i un numero primo > 7 o 
con a le unità, < « N = lOD + U J «r nui 
per p, gHando lo aia il numtro Du — l'd, 

U. 
RIuluiiOM dei sigg. Ciilor* « Li SplM del R. 1. T. di Catania. 
DrII 'enunciato della questione si ha 

N = 10D + U p=l(W + M. 

MnltIr,IÌ.-<iniln ami.» I .na.nKFÌ .Ioli. nri.». n» .) .Ioli. ...■on.Io 
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P',, P",; si dividfc P,Fj (o P',P",) ìd parti proporzionali a FiP', b F^P'j e f 
otterrà A coms punto di divisions. 

AUi» rUoluiioni aiiiiili dei aigg. Algraiuli, R. L. di Livorno; Da Gattro, R. I 
Beccaria di Milano. G. L. 

704t Dimoatrar» geomitricamente che in ogni quadrllaUro inscfUlo in « 
circolo, avtnti it diagonali ptrptndieolari, la distanza del centro del cìrcolo da « 
lato è metà della lunghista del lato oiipoito. 
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Avendosi poi 

S = f>' Un 4 A Un 1 B Un i U. 
dalla (2) Bi ha subito 

n*+t'' + f' _ otn A + ctnB + ctnC 
la+b + c)'~ ctn t A ctn 1 B ttn i V ' 
Casi pabticolabi. — I. Se it triangolo è rettangolo in A, bì ba 

, — , ^f. „ = ctn B + Un B. 



2. So il triangolo è iaotcelt, B = C, t=^c = i 

o' + 2)' _ ctn A + 2 tan t A 

(u + 2i)' ~ ctn.t A ctn' (45" - t A) ' 

3. In ogni triangolo di Loitgeliampi bì bn; 

[a + b + cj ~ ctniActn^BctniC ' 
RiBoInzione analoga ba mandato ti aig. Tsmcin), S. L. CavouT di Torino. 
Altre risoluEioni hanno inviato i aigg. Cutore e La Spina, R. 1. T. di Catania. 
Ainboduo notarono il caso particolare del tiiangolo equilatero, giungendo poi & an 
risaluto inesatto. Seoplnlch del R. I. T. di Vinrzia, nota il caso particolare di 
un triangolo rettangolo di cui un angolo acuto sia di ^0°. Moica e CernutcM del 
R, I. T. di Torino (quest'ultimo uoU il caso d'un triangolo isoBcele, nel quale la 
base e uno dei lati eguali, aiano legati dalla relazione a' — 2i'). 

Mandarono anche soluzioni, ma senza la considerazione di vernn caso parti- 
colare, i Bigg. Brenta, R. 1. T. di Torino; Caialaico e Chleia R, L. di Cuneo; Cara, 
Formato, Solonla e Sono, L. P. di Caserta; Cirillo, Lucaronl, Maracci e Urbani, R. I. T. 
di Ancona; De Castro, R. L. Beccaria di Milano; Papa. R. I. T. di Napoli; le quali 
tutte, ma specialmente la prima e l'ultima, hanno 11 difetto dì giungere al risaltalo 
con calcoli troppo lunghi e laboriosi. E, Nakhbi. 

"TOSt Se ABCD ì un quadrangolo conueto inacritlo in un cerckto dimo- 
strare chi, te 

BC.AD= AB.CD, 

AC {2AB' + 2AD» — BD') = 4 . AB', AD'. 
La proposizione reciproca è tempre vera? (*) C. Cianbbrkihi. 

Rliohnlona. 

Sia M il punto d'incontro dì BD con la coniugata isogonale di AC rispetto 
all'angolo BAD. Dai triangoli simili ABH, ACD si trae: 

AC . BM = AB . CD, (1) AC . AM = AB . AD. (2) 

Dal teorema di Tolomeo e dall'ipotesi si dedaue 

AC.BD = 2AB.CD! (8) 

quindi da (1) e (3) 

BD = 2BM, 
cioè AM è mediana del triangolo ABD. Perciò 

4AM' = 2AB' + 2AD' - BD'. (4) 

Da (2) e (4) segue 

AC (2AB' + 2AD' — BD') = ikB'. AD'. (5) 
Reciprocamente, se ba luogo la (5), sia C il punto d'incontro della circonfe- 
renza con la coniugaU isogonale della mediana A M rispetto all'angolo ABD. Dai 
triangoli simili ABH, ACD si trae 
AC. AM = AB . AD, 

(1) Cosi dare ■■■«• aoniiciAU la qiiM(lon« 706 eha, come eri eipreisA nel Tue I, «utoacTa 
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AC [2AB» + 2AD' — BD') = 4 . AB". AD'; 
perciò AC'= AC. Quindi la diagonale AC del qundrangolo coincide con U coniu- 
gata isogonale di AM, oppure è aitninetrica di essa lispetto al diametro passante 
pei' A. Nel primo cuo, dai triangoli simili ABM, ACD si ricava ancbe 
AC . BM = AB . CD, 
ÀC.BD = 2.AB.CD, 
Da quest'altima relazione e dal teoiena di Tolomeo risulta subilo 
BC.AD = AB.CD; 
e quindi, nel caso considerato, la reciproca è vera. 

Ciò non succede se AC non coincide con la coniugata isogonale di AM. 
OsBEBVAZioHB. — La diagonale AC coincide neceasaiiamente con la coniugata 
isogonale di AM se, avendo luogo la [b) e supposto AB^AD, si abbia ACgAB, 
che altrimenti il quadrangolo ABCD non aarebba convesso. 

Si occuparono di questa quesliane i sigg. Caiilasco, R. L. di Guitto; Scoplnlcb, 
K. 1. T. di Venezia; Tarracioi, R. L. Cavour e Vareellin, B. 1. T. di Torino; Vala- 
gUMi, K. L. Beccaria di Milano. C. Cuhbbrliki. 



QUI8TI0NI DA RISOLVERE 



721. Un serbatoio emette continuamente acqua da un foro di area s 
praticato nel suo fondo; quest'acqua viene ricevuta da un secondo 
serbatoio avente anch'essa noi suo fondo un foro di efflusso di area ^. 

11 primo serbatoio è alimentato da un getto d'acqua che vi man- 
tiene costante il livello d'acqua, nel secondo serbatoio invece il 
liquido in principio s'innalza, ma poi assume anch'esso un livello 
costante h. Si determini l'area s' del secondo serbatoio in modo che 
si abbia 

A + A'^ a, h* + A'* = q, ss'=p, 

essendo h, h numeri che misurano in metri le altezze di livello ed 
s, a' i numeri che misurano in e. q. le aree dei fori. 

Si consideri il caso particolare in cui a ^45, q^XZll, p:=18. 

(Caneoim ill> R. Accadsmia Hayals di Uvon», agnato IMS.) 

722. Stabilire una regola per trovare la più grande frazione avente 

per numeratore l'unità che sia minore di una frazione data -r<l' 
7 113 ° 

Applicare questa regola alle frazioni ss e ~^rr ; poi decomporre 

ciascuna di queste in una somma di frazioni decrescenti aventi per 
numeratore lunità. 

(CertiDcato d'atUtudina al prahaBorato dalla Kuole Dsmali in Prand*. Concoi» d«l \Wi.i 

723. Quali sono i valori che si può dare ad x, affinchè esista un 
angolo a tale che 

x^ — 5a: + 4 

C08* = i -, . 

X — 4 

(Caneorsa p*r ristituto naiionala agrouaniico di Francia, 1»C«.) 
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724. Un punto materiale pesante è abbandonato a se stesso in A 
senza velocita iniziale, e cade nel vuoto liberamente da A in 0, punto 
ove tocca il suolo. Nell'istante in cui parte da A, un altro punto 
materiale parte da e si muove sulla orizzontale OX con moto uni- 
forme di cui la velocità è di r metri al secondo. Studiare le varia- 
zioni della distanza dei due punti durante la caduta da A. 

Be questa distanza passa per un massimo o un minimo, trovare 
quali sono in quell'istante le distanze rispettive dei due mobili da 
e la distanza dei medesimi. 

La distanza OA è data ed è. eguale ad h metri. 

(Con»na bIU scuola gpeciila nilliUra di Fnncla, 1905.) 

726. È dato un triangolo ABC, rettangolo in A, avente per an- 
goli B=iit, C=ÌJt, e per altezza AH = A. 

Si domanda dì determinare un punto P sul lato AB ed uno Q sul 
lato AC in maniera che le rette HP e HQ facciano con HA due 
angoli eguali, ed inoltre sia verificata la relaziono 

HP+ HQ"""F 
dove Hi è un numero dato. 

Si prenderà per incognita 3:=: AHP^AHQ, e si discuterà tenendo 
conto che i punti P, Q devono essere sui lati del triangolo e non sui 
loro prolungamenti. 

(BueetLuroMo miiWimtico Lion«. ottobr», 1905.) 

726. Dimostrare, indipendentemente dalla teoria della somiglianza, 
che il triangolo equilatero avente per lato l'ipotenusa di un trian- 
golo rettangolo qualsiasi, è equivalente alla somma dei triangoli 
equilateri aventi per lati i cateti. C. Oiamberliki. 

727. Eseguire le somme seguenti: 

■;.- 1 1 ■ 1 . 1 

.r, r(.-+l)(r+ 2)- 1.2.3+ 2.3.4 + ■■■"^»(«+l)(» + a) 

';," I 

.f, ,-0- + l)(f + 2)(/- + 3)- 

l ,_J__, ,_ 1 

-1.2.3.4 + 2. 3.4. 5^---^«('t+l)(« + 2){« + ;ì)- 
Generalizzare. R. V»bcbh.in. 

728. Essendo AB la base minore di un trapezio, CD la maggiore, 
E il punto d' incontro dei lati BC, AD ed F il punto d' incontro delle 
diagonali AC, ED si domanda quale relazione deve esistere fra gli 
elementi del trapezio afRncbè: 

1° il quadrilatero AEBF sia inscrittibile in un circolo; 

2" gli angoli in E e in F di questo quadrilatero siano eguali. 

729. Risolvere l'equazione 

x' — Habx + a» + 6' = 0. 

730. Risolvere l'equazione 
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e. Teurbua. — Se é a^am + i, n ed i. 
€9n Pi ed il ni. e. d. tra n e P, maggiore, di b, 
problema, salvo quella relativa all'ordinario poligono stellato. 

Infatti, sia B il m. e. d. fra n-e Pi, e siano n' e P| i quozienti delle divi- 
sioni per 6 di n e P], cioè 

n = M, ■ P, — 8Fi , 

sarà necessariamente n'^m perchè per ipotesi è &^«. Ma, essendo n ed m 
primi tra loro, è P, = niPi (5; quindi almeno i 2m +1 numeri del quadro (A, 
1 quali compongono le orizzontali, cLc hanno per primi termini P| e P,, sono 
tutti divisibili per d. D'altra parte se nelle poste ipotesi il problema fosse 
possibile, ^li n numeri del quadro (A dorrebbero essere oonerui, salvo 
l'ordine, coi numeri da 1 ad n secondo il modulo n, e quindi anaie secondo 
il modulo fi divisore di n, cioè dovrebbero essere diTÌeibili per fi tanti numeri 
del quadro quanti sono i multipli di fi non maggiori di n, ovvero n'; ma 
divisibili per e ve ne sono non meno di 2m + 1, quindi dovrebbe essere 

n'52m + 1, 

e ciò è assurdo perchè è n' ^m. 

Oiaert>aeÌone. — Il t«orema dimostrato vale pure se è i<l«<6, perchè 
riaulterebbe »'^2m, mentre dovrebb' essere n'^2m-\-\. 

7. Applicazioni. — a) Sia n ^^ 2m -(- 1. In questo caso n ed m sono neces- 
sariamente primi tra loro ; per cui, essendo 

P, = P,=;), +P,, Pi=jp, 

dovH esaere necessariamente (6) 

Pi+pi — 2p,, cioè Pi=pt. 

Inoltre dovrà eesece pure pi primo eoa n, altrimenti riuscendo il loro 
m. e. d. maggiore di % perché n è dispari, il problema sarebbe impossibile (C). 
La aola soluzione è dunque quella relativa all'ordinario poligono stellato, 
come già si disse nello studio del problema particolare. 

6) Sia n => Sm + !• Anche in questo caso n ed m sono necessariamente 
jH-inii tra loro ; per cui, eaa^ido 

P. = P,=p,+p, +P,, Pi=p,, 
dflvzà easere (5) 

J"! +P»+J»i = 3pi, ovrero /)i+^ = 2pi. 

Inoltre, poiché è « = 3, i^ 1, risulta i<^^g, e quindi il problema é im^ 
possibile con Pi =Pi non primo con n, perché iJ m. o. d. tt^ n e Pj sarà 
sempre maggiore di -) « ^ { (6, osserv.). 

supposto Pi primo con n il teorema (4) ci dà la sola soluzione, in cui sìa 

Pi = l.pi=Pi, P. = 2p,, P, = 3pi, 
ovvero 

Pi=Pi, Ps = Pi — Pi=pi, Pi — Pi — Pi-=pi, 
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ovvero 

Pi = p$=p>=Pi, 
e questa oorriapoade all'ordinario poligono stellata; e per la eeconda si ha 

Pi=Pi, Pi=3pi, Pi=2pi, P4 = 4pt, 
ovvero 

Pi = Pi , jp. = 2p, , p. = — pi , p* = 2p, . 
XMco ora che qneete due Boluzionì Bono le uniche possibili. Infatti, es- 
sendo TI ed Tri primi tra loro, sarà neces Bari amente (5) 

P, =^, = 4p, , 
per cui il quadro relativo ad una soluzione qualunque Pi ,pt , pt ,p* sarà 
p, 5p, dpt ... (4m-3)p, (4m + l)p, 

pi+pi Bp, +P, £^+pi ... (4Tn — 9)p,+pt 

pi+Pi+P> ^+pi+Pi %>i+p»+p».-. (4m — 8)pi+p,+pi 
ipi 8pi 12pi . . . impi 

che, posto 

pt=p,+rt, Pf^pi + rt, 
diventa 

Pi 6p, 9p, ... (4Tre — S)pi (4m + l)p, 

2pi + r, 6p, + r. lOp, + r, ... (im- 2)p, + r, (D 

3p, + ,., + r, 7pi + r, + r, llp, + r, + r. . . . (4jn — l)p. + r, + t^ 
^ 8pi 12p, . . , 4Tnpi . 

I numeri di questo quadro sono congrui, secondo il modulo n, coi nu- 
meri da 1 ad n, come sono pure i multipli di pi , primo con n, secondo i 
numeri da I ad n, cioè 



Pi 


6,., 


Sp, 


... (4«._S)p. {4.n + l)p, 


2P. 


fìp. 


lOp, 


... (4m-2)p, (E 


Sp, 


'P. 


Up, 


... (4m-l)p, 


4?. 


Sp, 


12p, 


... 4mf)i 


perciò, salvi 


} l'ordine, i 


numeri 


delle due orizzontali intermedie del qua- 



dro (D devono esaere congrui, secondo il modulo n, coi numeri delle due 
orizzontali intermedie di quest'ultimo quadro- 
Se quindi il primo termine della seconda orizzontale del quadro (D è 
congruo col primo termine delia seconda orizzontale del quadro (E dovrà 
essere necessariamente rg = 0, ed allora con un ragionamento, identico a 
quello usato nel caso di ti ^ 3m + 1, sì dedurrà che dovrà essere pure ne- 
cessariamente n ^ 0, cioè 

Pl=pl=Pt=P4- 

E se invece il primo termine della seconda orizzontale del quadro {D 
è congruo col primo termine della terza orizzontale del quadro (£ sarà ne- 
cessariamente 

r, —Pi = , ovvero rt=!pi , 
e quindi 

Pi = 2p, , 

e saranno pure necessariamente congrui tra loro il primo termine della 
terza orizsontale del quadro (B e quello della seconda del quadro (£, cioó 

2pi -H fi = 0, ovvero ri =■ — 2pi ; 
e quindi 

p. = -Pi; 
si ha, cioè, l'altra soluzione trovata 

Pi = Pii Pi = 2pi , Pi = — Pi . Pi = 2pi . 
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Ogni altra ipotesi è impoflsibile. Infatti separiamo le due orizzontali in- 
termedie dei due quadri (D, (£ nei gruppi, indicati dai numeri (1, (2, (3, (4, 
come si vede nei due specchietti seguenti: 



[* (» + 1) 


-2]p, 




Ai- 


— 3ìp,+rt 


«*+»— 


]«+-l+n. 


(*■- 


-Dw+'^+n 


l4(-- 


+1) 


-ì]f, 


..(4» 





e supponiamo che il primo termine del {p-uppo (1 dello specchietto (f sia 
congruo col primo termine del gruppo (1 dello specchietto (B, cioè che sia 

2pi + n ~ [i (m — k + 1) — 2]pi =r) — 4(w— ft)p, = mult. din; (2 
saranno allora necessariamente tutti gli h termini del gruppo (1 dello spec- 
chietto (t congrui nello stesso ordine con gli h termini del gruppo (1 dello 
specchietto (fi, perché gli uni e gli altri sono in progressione aritmetica di 
ragione 4p, ; ma non potranno essere gli m — h termini del gruppo (2 dello 
specchietto (r congrui con gli altrettanti termini del gruppo (4 dello spec- 
coietto (9, come è facile vedere. Dovranno quindi i t«rniini del gruppo (2 dello 
specchietto (r essere congrui coi primi m — A termini, che formano il gruppo (2 
dello speccnietto (fi, e non con altri della seconda orizzontale dello spec- 
chietto (6 altrimenti quelli, che precederebbero questi ultimi dovrebbero 
esaere congrui con alcuni degli ultimi del gruppo (1 dello specchietto {•(. Ne 
seguirà necessariamente che la seconda orizzontale dello specchietto (t bÌ 
dovrà comporre coi gruppi (3, (4 congrui coi gruppi (3, (4 dello specchietto (8. 
8i conchiude da tutto ciò che dovranno essere multipli di n le tre difièrenze 
fra i primi termini dei due gruppi (2, dei due gruppi (3 e dei due gruppi (4, 
cioè 

[4 (A + 1) - 2\p, + 7-, - 3p, = (4ft - l)p, + r, = multiplo di n 

Spi + r, + r, - [4 (m - ft + 1) - l]pi ==r, + rt—4 (m~-k)p, = mult. di n 

[4 (ft + 1) _ l]p, + r, + r. - 2;>, =■ (4A + l)j)i + r. + r, = multiplo di 71, 

e poiché, per effetto dell'equazione (2, I* seconda di queste equazioni dà noces- 
soriameDte ri = 0, le altre due per difi^enza danno 

2pi ^ mult. di n , 
il che è impossibile essendo pi primo con n. 

Similmentie si mostrerebbe cne è anche impossibile 1' ipot«si che il primo 
termine del gruppo (1 dello specchietto (y sia congruo col primo termine del 

fruppo (3 dello specchietto (fi; quindi resta in de&iitivo che sono ammissi» 
ili solo le due ipotesi £att« in principio, ovvero che le due soluzioni date 
dal teorema del n. 4 sono le sole possibili. 

Avcerteiaa. — È bene notare che in tutte le considerazioni fette non è ne- 
cessario tener conto del segno dei numeri p, perchè se qualcuno di essi fosse 
oegativo, pk per ea., si può sostituire «d esso il num«ro positivo n ■\-p^. il 
quale contato dopo p^-t , secondo l'enunciato del problema generale, eonduoe 
evidentemente allo stesso punto di divisione della circonferenza, al quale ai 
perviene contando dtqwpk-i in eeuao inverso il nomerò di parti indicato dapk> 

R. Mazzola. 
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67- QUISTIONE A CONCORSO 



Dato un triangolo OAiBi trovare, con coetruzioni piane, nn trian- 
golo OÀB rettangolo in ed isoscele, tale che OAiB, sia proiezione 
ortogonale di esso. 

G. L. 

La rbalatmil ónaie —nn InvIiM al praf. Or«lla Unari noi p\i l»ril M 31 mano IWM. 
La ail|l1«ra rIMinlniii uri «uHIIbiU mI riantH taooMUvl. • araotara ir ih. BJaatl. vMn—4» 
rr* la tnfrlt albioni, «andari la praalo dna voloal di ivara 



mOLOZIOllE DEUA 62' DUISIlOllE A COUCOBSO 



I. — Se fra i lati di un triangolo eiinte la relazione 



ed et rOppretenta l'angolo oppoato ad a, a! Fangolo gotto U quale dal baricentro G 
ti vede il tato BC, « Ah 



II. — Fare uno studio del triangolo hotbvolb, fra i lati del quale esiste 
la lelazìeme 

2o* = 6» + e*, (2) 

dimostrando in particolare che per esso valgono i seguenti teoremi: 

1. La circonferenza circoscritta ai triangolo dato è uguale a quella circe- 
scruta al triangolo BGC. 

2. GU angoli aotto i quali da G si vedono i lati a, b, e sono x — a, ti — Y, 
re — p rispettivamente. 

8. m. = * a ys", mt.= \c^. m. = i 6 VS*. 

4. Le bisettrici degli angoli BAC, BGC incontrano BC nello stesso punto. 

ó. Le bisettrici degli angoli AGB, AGO incontrano AB, AC in due pttnti 

allineati col punto d'incontro della retta BC colla bisettrice deWangolo e»temo 



, La circonferenza circoscritta al triangolo BGC è media geometrica tra 
queUe circoscritte ai triangoli AGC, AGB. 

7. I centri delle circonferenze circoscritte ai triangoli AGB, AGC lumno per 
proiezioni su BC i punti B, C, 

8. li triangolo che ha per vertici i centri dei circoU circoscritti ai triangoli 
B6A, CGB, AGC è un tnangolo delia stessa specie di quello dato, cioè verifica 
la proprietà caratteristica (2). /( bnriceiilro di questo triangolo coincide colcir- 
eumcentro del triangolo ABC. 

9. La mediana relativa a BC incontra la circonferenza circoscritta in un 
punto simmetrico del baricentro rispetto ad M» (punto medio di BC). 

10. La retta che congiunge Ìl cii-cìimcenti-o coW ortocentro (retta d'Eulero) i 
perpendicolare alla mediana uscente da A. 
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11. Il triangolo che ha per Udi le distante dell'ortocentro dai vertici è d^ia 
stesila specie dt quello dolo. 

12. La circonfercTiza che passa per Vorioceniro, per U suo punto reciproco 
e per il baricentro, passa pure per B e C. 

13. Il circolo che passa per A e per i punti isotomici di Hb, H, , passa pure 
per U reciproco dell'ortocentro ed ha H suo centro sulTasse di BC. 

14. 71 circolo d'Eulero passa pel punto medio di GA. 

15. Le paràUeU atta mediana m, condotta per H^ , H, incontrano le me- 
diane tQb , m. m due punti appartenenti al circolo d'Eulero. 
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OsSEnvAZiOKH. — La nota fòrmul* 

™« = 4 

nel caso nel qaaJe i lati di ABC aono legati dalla reiasione (1) diventa 

Teorbma I. — Nel triangolo, i cui latì turno UgaH dalla retatone (1), & 
luogo del vertice A opposto ad ». è la drconferenea ch e ha il piede delia me- 
diana m, per centro ed il cui raggio é uguale ad ^e. VSk — 1. 



Consideriamo in particolare il triaDsoio nctevoU fra i cui latì sussiste la 
relazione |2l Chiameremo tale triaogolo dal nome di O. Db LoMOCILum, 
e lo indicheremo colla notazione triangolo D. L. 

!• (3). Facendo A: = 2 nella (S) abbiamo 

Troveremo analogamente dalle due formule che danno nib' ed m,*, te- 
nendo conto di [2) _ _ 
m^ = ìc}% m,=.l6Va 
Corollario I. — Da queste due uUime reUmoni deduciamo 

ossia, che in un triangolo D. L. le due mediane mi, , me aorw inversamente prò- 
portionali ai lati b e e. 

Corollario 2. — Po- noie formule (') abbiamo in un triangolo D. L., fc 
relazioni caratteristiche : 

1° Sa' = 2 (OT. . AG + OTb . BG + m, . CO), 
2° a" = AG' + BG* + CG*, 

3° Su' = 4 (m. . M.G + m„ . MtG + m, . M,G). 
2. (1). Se con R indichiamo il raggio del circolo circoscritto ad ABC, è 

4;S 
analogamente, se R. è il raggio del circolo circoscrìtto a BOC, è 



(b , "le 1 valori dati nel 

"■=4S 
per cui è R = K» : dunque : 

Teorema 2. — Le cii-confei-enze circost-rille ai due triangoli ABC, BGC 
nono uguali. 

Corollario 1. — / cenlrì delle due circonferenze (R) ed (R,| sono punti 
simmetrici risiietto a CB. 

Corollario 2. — Poiché M. è punto medio dì BC, corda comune a due 
archi di circonferenze uguali, ogni segmento che passi per eseo ed abbia gli 
estremi sui due archi è diviso da questo punto in due partì uguali. 3e dunque 

(1] C(r. id eaempio 1s mia Stani, Oiommia M liiaxgolB. pug. lOi, u. St. 





tan«' = 


-tan 






e sicc 


[>me taato a" che * devono esset 


■ mino: 


ri di *, 


ed è 




- tan « = 


taij(K 


-«), 




co^ a' = K — a. Notando pm ette 










CM. = la, AM. = m. = ial^ 


GM. 


= iA 


abbiamo 

AM, : CM, = 
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proluBghiamo OM^ ad Inoontrare (R) in N, essendo G su (fi.), è Gif, = M.N, 

(9) La mtdiaìut relativa a BO iìiamtra la eirconferensa drcoscrìtla in un 
punto gimmetrvM del baricentro rispetto ad M, . 
S. Dalla relazione (a) per k = 2 deducesi 



= la^, 



ed i due triangoli ACM. , CGM. Bono simili, e perciò è À^, » COM. . 

p' = a'G'C = it — TOM. = TI — AdM. = n — y. 

Si trova in modo analogo che è ?' = n — p. Quindi, 

(2) Teorema 3. — GU angoli sotto i quali da Q ai vedono i lati a, b, e 
gono Jt — B, it — T, K — i rinpettivamente. 

Corollario. — Dalla similitudine dei due triangoli ACM,, COM, dedu- 
ciamo M.CG => CAG, p«r cui GB è tangente in C alla circonferenza circo- 
scritta al triangolo AGO, ed il centro di questa è sulla perpendicolare in C 
B BC. Analogamente diciamo pel punto B rispetto alla circonferenza circo- 
scritta ad ACB. Dunque 

(7) / r,enti-i delie rìrconferenze circoscrìtte ai triangoli AGB, AGC hanno 
per proiezìo/ti ku BC i minti B, C. 

4. Nel triangolo BGC è 

2R.= 



analogamente, chiamando Bb , B^ > raggi dei circoli circoscritti ai triangoli 
AGC AGB, 



ossia, pel noto teorema dei seni, 

(6). La ciìTonferenza circoscrìtta al triangolo BGC è media geometrica fra 
quelle drconcritte ai triangoli AGC, AGB. 

CoitOLLABIO 1. — Il triangolo determinalo dai baricentri dei tre triangoli 
suddetti è direttamente nimile al triangolo ABC. 

5. Siano ora L ed L'i i punti nei quali lo bisettrici degli angoli BAC, BGC 
incontrano a : è 

CL _ 6^ ^ Wc CIA ^ fm^ _ m, 

LB ^ e ~mi,' LiB "~ i7Hb ~ «n,' 
per cui 

CL _ CL'i 
LB L'iB' 
cioè L ed L'i coincidono. Cosi, 

(4) Teorema 4. — Le bisettrici interne degli angoli BAC, BGC concorrono 
in uno stesso punto di BG. 
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Corollario. — in un triangoìo D. L. le biaettrici esterne degìi angoli BAC, 
BGC concorrono in uno hUsso punto di SC. 

Siano an&logamente L'i, L'i i punti nei quali le bisettrici degli Angoli AOB, 
AGO incontrano cab rispettivamente e sia L" il punto d'incontro di CB colU 
bisettrice dell'angolo eaterno opposto, &uohe qui abbiamo 

L',A _ m. L"B e_ L'.C _ in„ 

I?;b ~ m^ ' KC ^ 6 ' L'.A ~ vu 
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8. Poiché B6b = it — B, èpureBHfc = K — a: siano inoltre W Ìl reci- 
prooo di H, e H'b, H', gli iaotomici di Hb, H, rispetto ad Mi, ed Me. D&l- 

ilo e £C 

risulta 

tan HbBH'b = taii H,CH', , HbBH'b = H,CH'. , 

ES^C = BÉt. 

Quindi poasiamo dire che 

(12). Tborbma 8. -— La circonfereTìsa che passa per Vortacentro, pel suo 
pmào reàproco e per U baricentro, passa pur e per B e C. 

CoKOLLABio. — dasamo dei quadrilateri KH'OB, HH'GC è evidentemente 
inscrittùnle. 

9. Siano A| , Ai i punti medi dei segmenti AH'b , AH'e : è 

AAp + Sa? + CM? — CÀ? — AA? — BM;^ 
= (AA, + CA,) (AA, - CAi) + (BA, + AA,) {BA, - AA,)+ (CM?-™;') 
= — AG . CH'b + AB . BH'o 
= AB . AHe — AC . AHb = 0, (6) 

per cui 

AA? + BA? + SS? = CA? + AA? + BM? 

e dunque, per un noto teorema, le perpendicolari ai lati condotte per Ai , 
Al , M. concorrono in uno stesso punto, ohe evidentemente è il centro della 
eitconl'erenza che passa per A, H', Ai , A| . Cosi 

(18), Teorkm A 9. — / due punti ixotomici di Hi, , H, , il reciproco déU'or- 
locentro 'S ed U vertice A di un triangoU) D. L. appartengono alla stessa cir- 
eonfereraa. 

Corollario 1. — Dalla relazione (b) deduciamo che in un triangolo D. L. i 
segvienti che uniscono il vertice A ai due punti Hb , H; sono in rapporto in- 
verso coi laH. 

(IO), (14). Corollario 2. — Chiamiamo A' il punto medio del segmento AG: 
poiché per la sua stessa definizione la retta dì Eulero è il luogo dei punti 
equidistanti da A' e da M, , é perpendicolare ad A'M. , cioè oUd mediana AM.^ 
uscente da A. Tale retta contiene inoltre il centro del circolo omonimo, e 
poiché questo paasa per ìt, , passerà pure per A', cioè pel punto medio di 6A. 

10. Per Hi, conduciamo la parallela alla mediaiM m. , ed essa incontri m„ 
inH„: laHbH, è antiparallelaaBCpercui è AffbHc = A'CB; ma è Hb^nM. = 
= aGUo = n — a6c = ÀCB per cui M^HrHb = HbH^M, e il quadrilatero 
MgH^mHb è inscrittibile. Ma i punti Mb, He, Hb appartenf^ono alla circon- 
ferenza di Eulero, e quindi anche Hm appartiene a tale circonferenza. 

Conducendo per He la parallela ad m. e chisimando H'„ il punto nel quale 
eesa incontra TTib , troviamo analogamente che H'„ appartiene alla circonfe- 
renza di Eulero : dunque 

(15). Teorbma 10. — Xe parallele alla mediana m, condotte per Hb , He 
incontrano le mediane mb , m^ in due punti appartenenti al circolo di Eulero. 

Corollario. — Il quadrilatero HbHeH„H'„ è inscrUttbile. 

11. Chiamiamo K, la proiezione del punto di Lemoine K di ABC sul 
lato a: è (>) 

KK. ■- 



+ fc* + c 
ABC è un triangolo D. L. 
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Proiettiamo analogamente O su a in G.; è 

per cui in un triangolo 0. L. è KK, = GG. . Dunque, 

(16). Tboreha 11. — In un triangolo D. L. il segmento determinato dal 
baricentro e dal punto di Lemoine é paraUelo al lato BC. 

Corollario 1. — Se Qì,, Gè sono le proiezioni di G gui lati 'b e e del 

trifnnnln Ti. !.. ART miì ìnfi \i r f. t 
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SomniikDdo membro a membro, e ricordando clie 

.-. + rb + te — .- = 4R, 
ai h» 

d + rf. + db + A = 6R. 

RìeoluEÌoni Mialogbe a questa sono quelle dei si^g. Bnnta • CtmucM, R. I. T. 
e Varcetlln di Torino; Cirillo, MiracGl e Urtwnl, R. I. T. di Ancona. 

1 sigg. Culore e La Spina, hanna inviuto du» soluzioni identiclie, nelle quali, 
invece delle (Ij, hanno scritto 



In una seconda risoluzione del sig, Cutore si avverte un errore di segno nel- 
renpresaione del quadrato della distauza dell'incentro dell'ortocentro. [In questa 
seconda risoluzione, il sig. Cutore, basandosi su altre relazioni, dimostra le (!].] 

Il sig. Terracini, in luogo della (1), scrive 



ÌE*= f • — R . fc 

(essendo I, H l'incentro e l'ortoceuiro del triangolo dato), mantre deva esaere 

ÌH'= 2 (r» — R . h). 

C. ClAKBBRUXI, 

• l^* A àaievna titrémità dti bracci di «ina leva di pfimo gentre i totptto 
mtdiant4 un fio di ptao tra*eurabU4, un corpo omogtneo, il quale vitm a immtr- 
gtr»i lotalmenta in un liquido. Trovare in qual rapporto debbono *»itrt i due braca 
affinchè la Icpa rati in tquUibrio, tupposto che l'tin corpo ita una sfera di rag- 
gio I t di peto tptcifico p, t il liquido in cui è totalmente imtntrao abbia il ptio 
specifica P; che l'altro corpo lia un cilindro rotondo di altezza b, di peto tpeei- 
fico p' € l'area della tua tuperficie totale abbia il rapporto k con quella della tfera, 
e H liquido in cui trovati totalmente itninerso abbia H peao tpecifieo P'. Diaeutere 
la forinola di ritolmiont. 

G. Gabbi BRI. 

RiMluzione del sig. Vercallin R. I. T. di Torino. 

Siano 0, v i volumi della efera e del cilindro e (i il rapporto richiesto: è 



Si ha poi, 


^ ^{p-ì-}- 




indicando con 


p il rtiggio del cilindro. 




» cui (p>0) 


2iip« + 2npkz=4jtn.-'. 




«cbè 


'~ 2 




la ia) ci dà. 


•■-J"»l-» + VA'-8ir' 






Sht^—h+n'+Hkr'ftp'- 


V) 



■'(P-P) 

DtsouseiOHB. — È facile vedere che (i È sempre reale (poiché k, «■,!;. positiri). 
Deve poi essere [i>-0 (leva di 1° genere): ciò sì ha iu due modi: 1° seji'5>P'; 
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p >- P, ed «liora sfera e cilindro, pescanti nel liquida, sodo ancor» eoggetti alla 

SrftTità; 2° ae P'~>p'i F>p, ed allora airebbe ueuessario eupponre i liquidi al 
ieopra della leva ed i corpi soggetti alla forza premente del liquido, contraria 
«Ila gravità. Se p'=^ F', p ^ P, il p è indeterminato e la leva è in equilibrio in 
ngui poaiiìoue: sep'^P ep^P, è ii = 0; ed infine, se è p'^F e ji ^^F, è )i=oc. 

Le altre risoluzioni, cbe sono dei sigg. Mmoa, Costa, Bonglnl, Brenta e Cernusohi, 
del R. I. T. di ToTt'no; Frsguglla e Jodi del R. I. T. di Modtna; U Spina e Cutora, 
dal R. I. T. di eufonia; Cera, Formato, Sotonla e Sosio L. di Caterta; CIHesa. Mar- 
«bisio e Caialaico, L. di Cunto; Terriclni, L. e De Angslll dell'I. ' Fornaria Ma- 
rocco . di Torino; CampsBI. 1. T. P. di Lucca; CelllttI, R. I. T. di Caatrla; Chlarugi, 
Ctstaldl, RaggJo e Olio del R. 1. T. di Fireme; Boislli del L. di Soma; Urtanl, Cl- 
flllo e Maraccl, R. I, T. di Aneotta; PeloiJo e ScopJnIch, R. 1. T. di Yentiia, epno 
pressoché identicbe a quella del Vercellin, e solo ne differiscono in qualche det- 
taglio della breve discussione. Jodi fa opportunamente risultare quale dei tre ga- 
D«rì di leva dovrebbe aversi nelle varie ipotesi possibili. 

C. Alisia. 



QUISTIONI DA mSOLVEKE 



731. Dato il sistema: 

a^ + y* + «* = o*, a; + y + » = 6, ^ = a;», 

determinare per a' e b coppie di valori tali che il sistema abbia so- 
Inzioni intere e positive, e trovare tali soluzioni. 

Catania. 

732. Risolvere le equazioni: 

x(,x—day-{-a{3x — ay = 0. 
Six — a)ix — 3a)' + ai7x — 9a)* = ; 
(x — a)ix — io)' + a{3x—iay = 0. 

E. N. BABlSlEIf. 

733. Risolvere la seguente equazione: 

tang 23; = 8 eoa' x — cotg x. 

U. Perelli, 

734. Se sopra i lati di un triangolo qualunque ABC si costruiscono 
i triangoli equilateri BCÀ', CAB', ABC, i tre segmenti AA'.BB', CC 
sono eguali e s'incontrano in un punto 0, dal quale i lati del trian- 
golo sono visti sotto angoli eguali. 

735. Tagliare una sfera con un piano in modo cbe il volume di 
ulio dei segmenti sferici ottenuti abbia un rapporto dato K al cono 
inscritto nell'altro segmento. Discussione. 

736. Essendo r, / due rette ortogonali concorrenti in un punto 
e P, Q due punti di r equidistanti da e P*, Q' due punti della / 



- ProbUmI di ffeoprafia malematUa tUmentarmtntt 
Guida pratiaa per la rìsoluiione degli 

t etimi eùmparalivi • I. Ver- 



97-98. MorMill E. 
99-100. Andrelnl A, 

101-103. HtrUni Zuccagnl k. 
eiereùìi di trigonometria 

103. Plniero N. — Eeanomia politica. 

104. Biziarrinl Q. — Zoologia deterittiea 
tebrati 

105. ^— Zoologia descrittiva co» canni eomparatiei. -II. Tunicati 
laschi, Artropodi, Vermi, Echino^rmi, Celenterati, Poriferi, Protozoi. 

106. Raffacto L. — Frima dtlla grammatica Ialina, Terza edizioDS 

107-108. Morando 6. - Etica 

109-110. Catania S. — Problemi di maUmatita dati agli etami di licenza 

d'ialitiito tecnico con le loro riaoliixioni 

111-112. RoborU 8, — Prontuario delle forme perbali omeriche (eoa l'ana- 
lisi e col significato) 

113-114. Prato E, — Storia generale moderna . 

Ila. Mascagni G. — Nozioni di agraria. I. Agronomia 

116. eastardll A. — Staifttca latina .... 

117-118-119. Benclveani I. — Appunti di pedagogia e didattica. Parte 1. 
Studio sperimentale delle attiviti infantili applicato alI'Educazioi 

120. Bonaventura A. ~ Elementi di estetica muaicnle . 

121. Vl|0 P. — Storia degli antichi popoli drll'Orienle . 

122. BtzzarrM G. — Botanica drierittiva con cenni comparativi. ■ I. Fai 
Togame Angiosperme e Autosperme 

128. VItnMra F. — Disegno storico della letteratura classica greca . 

124. Levi E. — Esercizi di giamiiiaiìca italiana, - Parte I. Fonologia - Mor- 
fologìa 

125. Esercizi di gramm,Hiea italiana. - Parte II. Sintassi 

126. Speiioll L. — Metodo razionale per lo studio dei verbi fi 

127. Pavanl P. — Sgnonymes, homongmes etparonyme» de la langue franjatse. 

128. Todt B. — Piccolo vocabolario metodico della lingua greca. Tradotto 
da Achilli Cosattimi. Seconda edi 

129. Biuarrinl 8. — Botanica descrittiva con cenni eoinparatiti. II. Fane- 
rogame Gimnoaperme, Protallogame, Briogame, Schistogaine, Gimi 

180-131. Lochmami fl. — Teoria della costruzione nella lingua tedesca 
132-133. Tarozzi 6. — Teologia dantesca studiata nel Paradiso 
I34-18Ó. Flamini G. — Avviamento alle studio della Vitina Commedia. 
186. Capelli L. M. — Tavole riassuntine della Divina Commedia 

137. Belli M. — Eserciti greci. ■ 1. Morrologia 

138. Esercizi greci. - II. Sintassi 

139-140. Kruiekopl E. — Nomenclatura delle lingue tedesca e italiana 



G. L. — Repertorio di matematiche e fisica elementari. Yol. in-64* 
elegantemente legato. Seconda edizione . , . . L. 1 — 



(«matrio. ilgibn. trlgonomatria piuu e ■lirica, t ta 
▼Migono propwM «gli alunni delle hcudIs tecondnris < 
corni lilla R. Aocademii HlllUre di Tarino a alla R. i 



1 slss. MiMlati li SnppIamflKtO, rkt acqBliitr ranno. In nns boU lolla. tanU tdIhii 
l'tapartB di L. ó. Il rinrpranno fianchi di apnin « nimnna ffratla nn voinnrita da L. 1 
anlta: quelli cks ne ncqnlltrnnnir per L. ì.àO nnoda !.. 0.50. Indlrluan le ramnlnilnn) 
|M«wt« dal rdalltB Impano, all-nlltwT SA7rABI.U> OIUMTI. - UTorBO. 



BIBLIOTECA DEGLI STUDENTI 



mssDNTi mi TiiTn 1,1 lAmiii vm» m ucm, «iiiasi, istituii Ttcìici, ecc. 



NoQ è questa una collezione di compiuti trattati scientifici, ma 
una l'accolta di compendii, clie possano giovare agli studenti sopra tutto 
per rinfrescare la memoria delle cose studiate e per mettere qualclie 
ordine nelle cognizioni, ch'essi possano avere acquistate, ma per av- 
ventura (come non di rado ai giovani avviene, specialmente in tanta 
varietà di discipline da apprendere) un po' contusamente. Qui senza 
troppa minuzia di particolari, si cerca di presentare come in un disegno 
semplice e netto i contorni e i punti pìii rilevanti di ogni materia; e 
i nomi degli autori, tutti egregi insegnanti e pertanto ben esperti del- 
l'insegnamento, ci danno la più l'erma sicurezza che ì& Biblioteca degli 
Studenti non i'aliirà al suo scopo, 

ilnccomandiamo, pertanto, specialmente alla gioventù studiosa, 
questa collezione che è insieme utilissima e sommamente economica e 
di cui sono usciti finora i volumetti seguenti: 

1. Luziatto J. — Eeonomin }tolitica (asRuritu) 

2. GrDnhiit M. — Lingna Udften. 'l'eiia edizione .... 

3. TaMinirl 6. — Gnidii mi taeieizi pratici di chimica. Teran eiji» 

4. Boerj fi. B. — Lingua ingltst. Seconda edizione 

5. Gatti G. IN. — Grammniri tt qnesiìonnaire $uìvit il'nn memento dr Ul- 
lérnlnrt frnnfnisi. SesUt edizione . ' 

6. Angeli L. — I-'iaica - PArte I. — Meccnnicn generale e agieciale A 
lidi e dei fluidi. - Azioni inolecoisi'ì. - Calore e Meteorologia. 3* 

7. Errerà A. — Scìenzn eeoitotaica. - Economìa politica (eanurilo) 

8. TMsinari G. — Iti/ii-litorin <U ehi»<ica. Parte I. Ter»s edizione . 

9. ^^ liifitlilorio di chimien. Parte li. Tersa edizione. 
10-10''". Cova G. -~ Rlpetilario di ea/<t)inli^teria. Terza edizione 
11. Angali L. — Fisira ■ l'arte li. — Acnstica. - Ottica. ■ Klettviciià < 

fcnetisino. Seconda edizione 

12.-12'"''. LucchaHi P. — Minrrnlogia. Parte I generale. Seconda idizione. 

13. Billfoth e Vlrcliow. — MantutU di chirurgia. - Parte I. — Patologia 

cliirnrgica e Terapia ......... 

14. Coslantini G. — Sintanti Ialina. Terza edizione .... 

15. L^tlet G. — Slofia drtla pedagùgia. Terza edizione 

16. Vicario 6. — ISttiuruti di tcifma fiiiamiarin .... 




DiBEiTORH. — fi. LAZZERI pi-O/. nella R. Accademia Navale di Livorno e 
neUa R. Uinver.iitd di Pisa. 
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MATEMATICA RICREATIVA. 

F*T tntto cft cha ripurdi qnatti rubri», *IU quia daitiniamo tra piflna dalla aopartlu, 
liTolgani al redaUor* 

Dott. prof. Gialle CartoM-Isjiies, » Savona, Via Luigi Corni-Villa Gammi. 

SPIEGAZIONE DEI GIUOCHI 243 e 246. 

* d9l loro prodotto. 

3. ClTAKIA. • 

RlMhalsM d.l ilg. Batva^r*. R. I. T. di Htti^n. 
Indiunds con I(li + |r 11 Dimeni carcato. doTrema avara 
IOir + ir = ii + ^ + iy 

da cai 

* = J (io - y ± V-8(a - 18» + lOO) 
a quindi sffinehì x ala raala i nacaaairio che «ia 

Polche l'aquationa 

3»<-(-10y- 100 = 
ha par radici 

_ ^ g - jm* _ - 8 + V3M 

• poicht V Inaltra dna aaaara intaro a poaltivo. potrà aasumare I ioli vnlorl 3. 2, 1 e 0. 

Par ji — 3 alba n = « n=\ 

\ y = . , n = 10«~0 
« palchi lOi + tideve eaaere di dna cifre 1< aola aoluiionl mdo dite dal olinerl IS, O e 91. 

liiTianno rlaoluilanl completa i aigg. Ukraaoia. Carluool, Siardlit e Prton, R I. T. di BaWj 
BoaiW, Brairta. Camaahl a QUIaaia. R. 1. T. ■ Tarracial, R. L. Cx'aur di roriMs; Owm. Fonaito. 
Saiwi e Sdoala. L. P. di Cauna; CIrNlo, B. I. T. di ancona; D'Angalo e m»m. B. 9. della Hinlcre 

Inaiarono rSaolnzinni incompleta i <àw«. Abate a laisaratl, R. L. difif.irHfo; BUtrul. It.S.T. 
a Calila! di foni; Mvadarl. R J. GalTani di Biriuaxx: Cotta, Lavi e VareaMla. R. I. T. di Torin«; 
CrlillBl. R. I. T. di Bari-, Da Bai e Sooplaloh. K. I. T. di Vnnia; Da Ch^ibi. R 1. T. di Llonr-o; 
Farri, K. L. di.jruia: Flutwttl. B. L. di Oio»; Siimm ài Homi-: Umaul. K. 1. T. dii^nr^^ Uu. 
rrnil e BaracH, R 1. T. > Bloul, R. L. (ti .^HCDriai laul, I^ P. dì DomBdottala ; Big.» R 
I:. P. di KacMxo; Orurla di roma: pHaalM^M. R. U di roo'^ya: Ptnz. R I. T. di a 
Raana a VaatolL L. P. di BUokIo-, SeriBD. R. I. T. di Chiiti; Z^lla |?} 
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f RholiBkHM del sig. Bwnalll, R. I. I. di Milann. 
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>. R [. T. di Toylni,. 



La dircrenia di elù fra il g 



j = 11 (età di Teninol. Il -!- 2(i - 37 |elà della delli»), a ,< M 1 2 !4 (età de) gioì 



SOPRA ALCUNE Pl#ktÈTÀ DEL TRIANGOLO 



1. TJii teorema assai semplice, ma molto notevole, quantunque 
cos'i poco noto, che non bo se sia inai stato osservato, è il segueate : 

Se due coniugate isogonali riapello all'angolo A d'un triangolo ABC, 
incontrano il lato opposto in L'i, h",, si ha < 

B L'..BL",> AB' 

CU . CL". - AC' ■ ^^> 

Siano infatti P', P" le proiezioni ortogonali di L'., L". su AC; 
Q', Q" quelle degli stessi punti su AB. Si ha 

BL', _ UQ' CIA _ L; F 

AB ~ AH.' AC ~ AH^' 
e queste, divise membro a membro porgono 

BIA_AB1W. ™ 

CL'. ~ AC ■ L'.P' ' 't 

si ha analogamente 

BL^._AB l^q;; 

CL"."AC -L'-.r- ^^' 

Siccome, com'è facile vedere, ai ha anche 
L'.Q' _ L".P" 
L'.P' ~ L'.Q" ' 

molti plicaodo fi-a loro membro a membro le (2), (3), si ricava la (1). 

2. Da questa proprietà possiamo dedurne parecchie altre assai 
interessanti. 

Osserviamo anzitutto che AB e AC sono coniugate isogonali ri- 
spetto all'angolo L'.A^L"» del tiiangolo AL'.L".. E ciò, applicando 
la (1) al triangolo AL'hL"., basta per asserire che 

Se due coniugate isogonali rispetto all'angolo A d'un triat^olo ABC 
ÌHcontrano il lato opposto in L'. , L"», si ha 
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68' QUISTIONE A CONCORSO 



Dimostrare che se un triangolo si muove in modo che due Iati 
inviluppino rispettivamente due circonferenze, anche il terzo inviluppa 
una circonferenza. . G. Ciambeblini. 



U r lwh al wH é&wt» mmn ImMi al fnf. Otalto ImmH mn pi* Iwil M 30 aprilo 1M6. 
U Blillort rlMlazIoiM ava piibUtoata Mi RHiMri tMQMtivI, e all'uitors n tig. ttuttl, io<|llta<o 
fra lo proprio otfizloiil, oiaBdorA la proailo tfoo volami di oporo ooolattMio acloatHIclM. 



RISOLUZIONE DELLA 65' QUISTIONE A CONCORSO 



Si domanda uno attidio del triangolo notevole in cui un angolo è doppio di 
un altro. 

Supposto p C3 2y, si dimostrino in particolare le seguenti proprietà: 

1. Fra i lati esiste la relazione «e = b' — e*. È pera la proposizione reciproca, 

2. Essendo Ib la bisettrice di p si ha b . Ib = ac. 

3. La distanza del baricentro di ABC dalla altezza uscente da A è uguale ad \ e. 

4. La circonferenza che passa pei punti A, 0, 0' (essendo 0' il centro del cir- 
colo inscritto) ha il suo centro sul circolo circoscritto ad ABC ed ha il raggio 
eguale ad AB. 

5. 5i *a BO'=b — e. 

6. Essendo L., Lb, Lo i punti d'incontro delle bisettrici coi lati opposti, eT il 
punto d'incontro di BC edla parallela ad AC per 0', i punti L« , T sono isotomici. 

7. // circolo ex-inscritto interno all'angolo a tocca BC nel punto di mezzo del 
segmento che ha per estremi C, L». 

8. Il circolo che passa per B, C, 0' taglia AC e AB in due punti F, Q in modo 
che U quadrilatero BO'PC è un trapezio isoscele in cui BO' = OT =» PC. Inoltro 
I punti F, Q aono allineati col punto La e PQ = BC. 

9. Detto R il punto d'incontro di PO' con AB, il segmento PR è eguale alla 
bisettrice di p. 

10. La bisettrice di a è eguale al doppio della distanza di A dalla bisettrice di y« 

11. La distanza CO' è U doppio della distanza di B dalla bisettrice di a. 

12. Essendo O'm, O'ht O'o f centri dei circoli ex^inscritti si ha 0'0'b = 2c. 

13. Dedurre dalla proprietà precedente che U problema della trisezione di un 
angolo si riduce al seguente: ** Condurre per un punto una retta tale che la parte 
intercetta fra due rette ortogonali abbia una lunghezza data „, 

14. H circolo che passa per A, C, 0* taglia BA, BC in due punti che sono in 
linea retta con Lb e la cui distanza è eguale al lato AC. 

G. Db Lohgchaxps. 

Sette giovani hanno preso parte a (questo concorso, cioè i sigs. Cn- 
tore e La Spina, R. I. T. di Catania; Casalasoo, É. L. di Cuneo; 
Terracini, R. L. Cavour e Tereellìn, R. L T. dì Torino; De Bei, R.LT. 
di Venezia; SosflO, L. P. di Caserta. 

Tutti i lavori danno prova evidente di studio, di cultura e di buone 
disposizioni. La risoluzione del sig. Terracini si distingue pel gran 
numero di proprietà osservate, anche se qualcuna poteva più rapi- 
damente dedursi; Quella del sig. Vercellin procede con semplicità ed 
eleganza; i lavori dei sigg. Sosso, Gasalasco, Cutore e La Spina, hanno 
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il predio, Bpecialmente il primo, di aver ottenuto tutti i risultati ri- 
chiesti, con semplici considerazioni di Geometria elementare. 

Pur ritenendo di dovere in diverso grado, una parola d'elogio a 
tutti ì concorrenti, credo che il premio debba assegnarsi al sig. 
TEREACINI, R. L. Cavour di Torino. 

E. Kannei. 

Rlialuiians. 

Sia ABC UDO dai trininoli proposti; i quftli indicheremo col simbolo BdC; e 
snpponinino elie ei» B = 20. IndichereTno con L^, Li,. Le gli estremi delle bisettrici 
BUI lati opposti ni vortici donde escono; con M,, Mb, Ho ì punti medi dei lati; 
con H., Hb, He i piedi delle alteize; con a, b, e le misure de! lati e Ulors i 
lati stessi ; con I., Ib, h le niiaure delle bisettrici ecc.; G, E indicano il baricentro 
e il ponto di Lemoine. Intenderemo colla parola baàt d'indicare il lato BC = a; 
e ri spetti samon te con Iato maggior» e minore i lati AC = 6 e AB ^= e. 

Il lettore è pregato di far la Sgara. 

I numeri fra parentesi corriapondono a quelli dell'enunciato. 

1. [1} Dai triangoli simili ABC, ACLi, ai ha 

AU: ABl:AB:AC BU : BC : : AF: AC ; 

dalla prima sì deduce ALb "^ ~r ^ dalla a£conda BLb ■=^ . "E. poiché, per una 
nota proprietà della bisettrice à BU* = BC. AB — ALb .CLb, sostituendo, si ha 



Viceverss 


, M è ac = b* — e», ossia a + e = - 


costruita la bisettrice BU 


avendosi a -.e 


: : Cljb : AU e, oompouendo : a + e:e 


:6:ALb, si deduce 




AV.::i;AÌ7b ossia l-.c 


.c.AU; 



il cbe prora che i triangoli ABC, ABL» Bono simili e quindi ABLb= C e B = 2C. 

CoBOLLiRi. — 1°. /il ogni triangolo BdC la bigtttrice di B divide il triangolo 
in dv* triangoli, uno UotetU, l'altro timilt al dato. 

2°. In ogni triangolo BdC la differtma dtt lati è quarta proporzionale dopo la 
loro somma la base e il lato minore. 

Z°. La differenza fra i quadrati delle proiezioni dei lati odia iati è equiva- 
lente al rettangolo della baae t del lato minore, 

4°. La somma dei due Ititi sta al perimetro come il lato maggiore eia al minore. 

5". (2) Avendosi BLb= lb= ~ si deduce blb = ac. 

6°. In ogni triangolo BdC ti ha b=:2cC08C * a = c(4 cos'C — 1) da cui 
cosC<+ ( quindi C<60°. 

S< In ogni triangolo BdC la proiezione della mediana relativa alla baie ì mttà 
del lato minore. 

É noto difstti che M,B. = — ^ ; e poiché i* — c*i=ac, si deduce M,H,^ic. 

CoBOLLiBi.j— 1 '. (3) Se è il baricentro e GN la sua distanza dall'altezza AEL, 
si ha sabito QN = -1 lliH. e perciò GN^I-c; cioè; In ogni triangolo BdC la 
distanza del baricentro dell'altezza useents da A. i un terzo del lato minore. 

2°. Essendo 6H. — ± (UM. ~ MiH.) secondo cbe l'angolo B A acuto o ottnao 

a — e a + c 

a CH, = CM, + M.H. si deduca in ogni caso : BH. = ± — ^— ; CH. = — ^ ! 
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cioè : In ogni triangolo BdC le pfoittioni dei lati sulla ì>ait Jono riàpettiuamenU 
vguali alla temiiomma o alla umidiffiiinza dilla baie e del lato minore, 
S". Si ha pttre 

o + e = 26 cosC e = CH. ± BH» 

tteondo che B è acuto o Othwo; e anche: 

4 . BH. CH. = o' — e' 

BBna:-»^f5. 

8. (4) Per qnalunqae triuigolo si ba che il uircolo ACO' ha il suo ceDtro snl 
circolo e ireos cri tto. 

Se poi il trjsngolo è un tr. BdC e & è questo ceotro, i due trisDgoli B'CB, 
ACB sono eguali per avere un lato comune e gli angoli eguali; pervio è 

BC = Bff = AB = r. 

In ogni triangolo BdC, U circolo che paiaa per gli eelremi del lato maggiore 
t per l'incentro ha U tw> centro nd circìtmcirchio del Ir. dolo, « ti elio raggio è 
iguale al lato minore. 

CoROLUBi. — 1°. Ricordando che in qiialtmqiu triangolo ABC, ai ha, indi- 
cando con R il raggio del circolo circoacritto e con h. l'altezta vecenle da A, 

AB.ÀC = 2K.b. 

net nostro caso, coneiderando il triangolo AO'C si ha; 

A0'.C0'=2ei-. 

2°. Il quadrangolo ABCB' è un trapezio ieoseele, e perciò BB' = AC^ 

4. Se dall'inceatro & si costruisce RP parallela a BC, si vede subito che i 
triangoli AO'B, AO'P sono egnali, e perciò; 

!' AP = <!; 

2° B? è bisettrice dell'angolo O'BC ; 

3M5} Bff = OT = PO = AC — AP = 6— e (anche B0' = BF-0^ = 6— e); 

4' BO'PC è un trapezio ÌBoscele, e 0'CL.P è un rombo ; 

5* i triangoli AL^B, AL.P sono eguali, e O'BL.P 6 nn rombo; 

6" (61 si ha bC; = OP = TC essendo T il punto d'incontro con BC della paral- 
lela ad AC condotta da 0'; quìudi L. e T sono isotomicì sulla base BC; 

7" anche OTCP è nn rombo. 

5> (7) Se 0\ è il centro del circolo ex-inscritto interno all'angolo s, si consi- 
deri il triangolo dCL. e si ha subito 

0'2.C = i a + Y e C^L. = 90' — V Y . 

Ma essendo a + 3y = 180" ossìa 90° = i(a + Sr) si deduce che 

O'ICL. = + « + Y cioè 0'Ì|L.C = Ò\CL.; 

Dsiderato è isoscele, e il punto medio dì C4t è il punto di 
x-inacritto con BC. 

6. (8) Si ba (4, 4'*] BPC = BO'C, quindi P appartiene al circolo BO'C. Abbiamo 
già vedato che BO'PC è nn trapezio isoscele e che BO' ^ O'F — PC = 6— e. 

Se si prolunga PL, fino ad incontrare AB nel punto Q, ai ha BQP = y = BCP; 
quindi Q appartiene al circolo BO'C, ed è allineato con P e L.. 

Oppure: essendo eguali i triangoli AQP, ABC, BÌbaAQ = (;QP = n; ed 

avoadosì __ 

L.H _ ^ _ ^ ^ b-c QA ^ 6 

UC~*' PA~ »' QB~* — = ' 
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l" ae in un triangolo^ 2r — fi = 90°, il sao triangolo ottico è mt triangolo BdC. 
In qnalQDque trlaogolo BdC si ha : 
2° t* = Rir^-r); 
3»H0b = c; 

4* ee AR' ò la eBsìmediana oacente dt A e R' il punto in cui essa incantra 
la retta BC, ai ha 

Bff=-e; AR = 6t CK- — ; 

S''BL>^fr — e; BL'.^i-f-c (L', ò il-'punto d'incontro di BC colla bivettrice 
Mtema dell'angolo opposto); 

6* se D, D', E, F, F, F* sodo i punti in cai il primo circolo di Lemoine incontra 
ricettivamente i lati BC, AC, AB ai ha 



e AR è la mediana relativa al lat* E 
CR — BR 



b5 o' 

8° se r>, rb, rt indicano i raggi degli oz-cercbi, si ha pure 

(6_«)> = (,-.-,-)(r=~.-); - 
9* te KE7i KEb, EE> sodo le distaiiEO del punto di Lemoine dei 1. 



KK. . KK, = KK» — KK, . 

E analogamente bì dedurrebbero tante altre proprietà, dalle note formale della 
Geometria del triangolo, tenendo conto della relazione carattetiaticB 00^=0* — e* 
dei triangoli BrfC. E. Numi. 



BBOLUZIOm DELU IIMIOHI W, TU, 719 E 130 



Ntm è stato tenuto conto dMIe risoltmoni pervenuteci dopo la data prescritta. 

"VO?* Dimatli-are che tt i valori a, b, e; a,', b', e' dt! lati di du* triangoU 
todditfano alle dut rtlaxioni 

(„. + „. + pi) („» + il + e») = (ma + nb+pc)\ {lì 

(«.' + n' + j.') (a" + 6' + e") = (.na' + *A'+pe)\ (2) 

dove m, n, p, $o»0 numeri politivi, i du* triangoU sono $imili. 

,C. ClAHBIRLnn. 

BieolDEÌone sostanzialmente analoga dei sigg. Cirillo, Lucaroai, Haraecl e Urbui 
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L = i 



(5) 



AnftlogamentA dalla (2) si deduce 

^_-!l, 4_JL. il.JL, n, 

e dftlle (8) e (4) gi ottiene subito 

— = — =-^ 
a' ~ 6 ~ e ' 
e ciò di mostra la proposiiione. 



71i. I centri delle facete 
poliedro regolare; determinare 

Q. Lou*. 
RiiolinlMa del eig. Da Culro, R. L. Beccaria di filano. 

È noto che ogni poliedro regolsre (F) à inaciittibile a una sfera £, e circo- 
scrìttibile ad un'altra 1' concentrica.'! centri delle faccio di (P) sono i punti di 
contatto delle faccia medeeime colla sfera inscritta, ed aneha i poli di tali piani 
rispetto alla sfera stessa. Ne segue che j putiti di contatto con 1' delle faccia 
CODcarrenti in un vertice A di <F) sono in un piano, cioè nel piano polare di A 
rispetto a 1', e formano un poligono regolare di > lati, se s spigoli concorrono 
in A. I piani polari degli n vertici di una faccia di (F) si tagliano nel polo del 

[liane di quella faccia, cioè nel suo punto di contatto con Z', e formano un ango- 
oide regolare x-spigolo. 1 centri delle faccio di (P| sono dunque i vertici di un 
altro poliedro regolare (F) che ha vertici e faccio in numero rispettivamente 
uguale a quello delle faccio e dei vertici di (P). 

Il poliedro (F) abbia F faccio: denotiamo, come sopra, con » il numero dei 
lati d'ogni faccia f, con a il numero degli spigoli concorrenti in Ogni Tertieei 
con e la mÌBura di ogni suo diedro, con l la lunghezza di una costola, con r e 
con a infine il raggio e l'spotema di f. 
Dalla relazione nota 
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cirtoBcritU, il centro di f, M il puoto di n 
metà del rettilioso del diedro di spigolo A! 



p = aO =3 OM . tg . BMO = a tg i 6 = 



ìì = Vp*+oa' = Vp' + '-' = 



+ aen' coa'- 



Ciò posto, poicbà l'area di una faccia k espresaa da 

il Tolnme del poliedro sarà 

Sapendo che nel poliedro (P") n'=», F"^ — numero dei vertici dì (P), r'=^s"' 

p* * ** 

t'=^ (p^f l> evidente aimilitudine dei tnangoti OOfi, AOQ). si lis la formula 

analoga 

Fn 2t: rV 
'^~ 6 '* , ■ R" 

(che ai paò ricavare dalla precedente colla opportuna aoatituzionJ) i onde 

F 2n,' p' ■ 

E sostituendo a R, p i valori (1), (2) ' 

2rt 4^1 . JL 

•Ltg.4=— ^ — ^■ 



Avendoai rie p etti vanieote pai cinque poliedii regolari di Platon 



ai avrà rispettivamente: 
per il tetraedro 

per l'esaedro _ _ 

P _ Bau' } B aen' \ t . (| \2 f {\ ^3 )' _ 
F eoa' i n WS' J " li)* 

per l'ottaedro 

P 8en*i^>.en'iT; _ (i V'3")* _ S 



74 SU^^MIBHTO AL PERIODICO DI HATEKAHCA, 

per il dodMMdro 

P ^ ■enM'Mn't" (t VlO - aVs )*U ^* IP (7-8 V^) . 
P- w.*i«CM*i«° -^{v'r+l)*Ul* " 2 

per r ÌeoBft»dro 

P^ Mii'iit«iiMt ^ (»Vaì*(iVlft-2V5')* 9(25 -m^ 
P'"c«'tKMi'i« (Ìi;U(V5"+l)]* "" 2 

11 Big. Vsreellln h» upresao 1 volami dei poliedri regolari io funiioDe del raggio 
delift sfera Inacrìtta e di auella oircoscritU; e oaesrvando che la afera ÌDacritU 
in un poliedro dato à quella cirooaciiita al poliedro che ha per vertici i centri 
delle faccio del primo, determina il rapporto pei primi tre poliedri. Acche al caso 
dei primi tre poliedri ai aono limitati' sigg. Maraeei (A, I. T. di Aneoua), Cua- 
laieo (R. L. di Cuneo); e al aolo caao -del cubo i aigg. Cirilla (R. I. T. di Ancona), 
Caitildl e Rttglo (R. I. T. di Firenze}. Sono aolo io parla inesatte le riaolntiani 
dei aigg. BonglNl, Brenta, Carnuichi, CMta, Levi e Matoa (R. I. T. Torino), Gara, 
Formato, Saionla e Saiw (L. P. di Caitrta). Sono errate quelle dei aigg. Ciitora e 
La Spina (R. I. T. di Catania.) 

E. Kakkbi. 

TIO. Dimtulrar* ck* In fumiìint 

I + B, 



i'(M + A)'^aanx 

dot» h i un arco eoitantt, compreto fhaOe ìk, eretct quando x eretet da Kln— b) 
aiiK-h). 

, Q. Piaci. 

DiMOBTRizioHB I, dal alg. Varcatllil, R. 1. T. Torino. 

Supposto ohe si aappia che nna funzione ereiice, ae la aua derivata (nell'in' 
tervallo che si considera) è poeitÌTa,:ai trova, con ingegnosi artiftct elementari, 
la derivata della espreaaione data, sotto la forma 

- 2 aew j aen » — 2 eoa j eoa {2x + h) + cm* (r + ìi) 

w9m*xcoB*(x + h) '• 

e poi ai dimestn che questa è poaitiva, oaaervando che, nel!' intervallo stabilito. 
Ben X Ben A e coa[x + h) Bono aempre positivi, mentre eoa x cob (2x + 'i} è sempre 
negativo. 

Data però l'indole di questo periodico, la dimoatrazione richiesta dou 
doveva esaere basata sopra un teorema di Calcolo infinitegimale. 

DmosTBAZioKB II, del Big. CuaJaaoo, o del sig. ChlBM, R. L. Chimo). 
L'espreesione data ai trasforma facilmente nell'altra 
1 + 2 tan' {x + h) 







tana: ' 






U) 


il cui 


vai 


ore, fra i limiti stabiliti, è certamente maggia 


e del valore dell'altra 






I -(- 3 tan' {x + A) 

tan (a: + A) * 






12) 


Diasi 
peri ì 


n. 


ad X + A un aumento arbitrario B, tele però che x -f k + B 


DOD 


n- 






tan(* + fc + »)=.tan(x + *) + 
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■i ha 

quindi, per dimostrAre che !& (2) creBce, baatt dimostrare cha 

tnn (x + A) tao (j + k + e) "^ ' 

e ([ueeta i evidente, perchè, sempre fra i lìmiti stabiliti, 

Un(i + A)>l (3) •; Un{i + fc + 6)>l. (4) 

Supposto che questa dimostrazione fosse esatta, non sarebbe completa, 
perchè varrebbe fra iJC + iA e ^n, 6 non fra Jn — \h e \it — A; ma 
non è neppure esatta, perchè vi si ammétte che, essendo il valore della (1) 
maggiore del valore della (2), qoanda il secondo cresce debba crescere 
anche il primo; e questo non sempre ^ -vero. Cosi, p«r esempio, si sa che 
fra e ^n (l'estremo superiore escloaa) 



ora, nello stesso intervallo, mentre il peno cresce sempre, la cosecante 
cala sempre. 

DiNOSTBAZiONR HI, pure del sig. Cataia*», o del sig. Ctiiau. 
Con ancceasive trasformazioni, alquante laboriose, l'espressione data e! tra- 
sforma nell'altra 

■+"»■'' ^ "■■» u^ ì^s^ \ 



poscia si osserva che ni crescere di x, fr* i limiti stabiliti, eoBZGOS(x + h} e 
SSD (2x + k) calano, mentre — cresce, quindi il valore della (5) cresce. 

Perchè qaesta dimostrazione fosse completa, bisognerebbe, prima di 
tutto, ripetere tutto il ragionamento che si è fatto snlla (2), per dimo- 
strare che -^ — cresce ; e neppure cod si raggiungerebbe Io scopo, 

perchè, essendo ora ft^O, la (3) non sarebbe vera in tutto l'intervallo 
stabilito. 

DivosTBizioKB IV, del sig. Paiosla, o dal aìg. SotpCnleb (R. I. T. Vtnezia). 

-ih, l'espressione data ei ridncs 



-ctnilTi-ih). 



3 - seu J A 
Ora, f^a i limiti indicati, si ha certamente 

sentA>senA, (8) ctn (( n — i)> ctn (} n— 1 A), 

quindi il valere della (7) è maggiore del valore della (6). 
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lo tatto questo proca di meato noa si è. «videa temei) te, introdotto uesauns 
rRdice estranea (salvo il caso in cui aia ttinia^O, ina allom n — 360°Jt, e iìaIIk 
proposta si ha, seos'altro, x = 360° k, che t appunto quel ciie si svrebbe della {4» ; 
danqne tutte, e sole, le soluzioni cercate oono quella che si hanno dalla (4) e 
dalla (9). 

2' Rtniuilana dei sigg. De Bel, Pelotlo t Scoplnlch, K. I. T. di Venezia. 
L'equazione proposta si può scrivere 

eoa «(Ben* « — sena;) = — cos'a sona:, (10) 

da eai*, elevando al quadrato ed esprimenda tutto per seno, 
sen*x— 2een*C(seDV — 3(3en*a — sen'<x}»eii*xH- 2sen*asena; — sen'« = 0, (11) 
Questa equazione ai scinde nelle due 

aenar = 86na, (12) 

aen*a: + 2(8ena — Ben'a)8en*a=0; (13) 

di queste, la prima ha per aoliizione generale 

a:=180»i + (-l)''a, (14) 

e dalla aeconda ai ricava 



8enx= — sona coa'«± aan « ^aen'a -fcos'a. ' (15) 

Qui si fermano Ì dae risolutori, senza neppure accennare a noa discus- 
sione ; la quale è ora necessaria, perchè, in causa della operazione che si 
è fatta per passare dalla (10) alla (11), invece della proposta soltanto si è 
risolta l'equazione più generale 

?55^±?2?^=l. (16) 

saax cosx ^ ' 

Qnesta discussione è assai laboriosa, j>erchè dalla (15) non è possibile 
separare le radici estranee, e bis«g;aa perciò ricorrere anche ai valori 
di eoe a;. Limitandoci ad esaminare oncaso particolare, supponiamo ass^^": 
l'equazione proposta si riduce all'altra 

y2 (cos X -\- sen x)^2 sen x , (17) 

da cui, senz'altro, 

sen (45" -|- a;} = sen 2x , 
e quindi 

a; = 360° 6+45", a; = 360" fc + f 65", a: = 360» & + 285°; (18) 

queste sono dunque tutte e sole le radici della (17). Invece dalla (14) e 
dalla (15), oltre le (18), si avrebl>ero anche tutte le altre 

a! = 360°ft + 135', a! = 360°jfc + 15°, as = 360° fc + 256° ; (19) 

6 qaeete sono appnnto le radici dell'altra equazione 

y2 (cos ^ — sen a;) =* 2 sen 2x , 

Questa risoluzione fu mandata anche dai aiffg. Cera, Formato, Silonia, 
Soaso, L. P. di Caserta e Naccarati, B. L. di Benevento; tutt'e cinque 
però sbagliarono il seguo davanti al primo termine del secondo membro 
della (15). 
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Mentre, per la (31), l'equazione proposta 6i riduce alla (17), da cui si ri- 
cavano immediatamerUe le (18). 

Il sig. Vercellin di Torino, ginnto À41e (2) e (3), risolve la prima, ma 
per la seconda non indica nessun artifizio, e dichiara che occorrerebbero 
le formale generali che servono per le 'equazioni cubiche. 

I Bigg. Casalasco, E. L. di Cuneo -^ Rinaldi, B. L T. di Ancona, si 
limitano ad osservare che l'equazione è ricolta per a; =s a ; per cui, secondo 
loro, per risolvere una equazione qualunque basta trovare indirettamente 
una sola radice. 

I sigg. Maracci e Urbani, B.. I. T. ìli Ancoiiay dalla (3) deducono che 
deve essere 

i(a + a?)=S^=«a, 

da cui, come dalla (2), la (4). Con questo ragionamento le radici della 
equazione 

x(x — 6)'*^16 
sarebbero 4 e 10! 

II sig. Jodi, B. I. T. di Modena, fa questo strano ragionamento, 

La (1) pnò scriversi 

san' a [eoa x cos ^(a + x) + sen x sen ì{ol -f- x)] = Ben x sen i(a -f x), (32) 
ma t 

eoBx cos i{a + x) + sen x sen i(« + «) = cos [x — i(a -f- x)] = cos [i{a + x)-'x]; 

dunque deve essere 

« — i(« + a?) = il» + «) — « » 

dalla quale x = aL; risultato che si prevedeva. 

Ma il secondo membro della (32) à che serve? Con questo ragiona- 
mento si dimostra subito che qualunque, numero N è uguale a zero: 
infatti, posto 

03* — 2 oa? -f^a' «* N, 
sapendo ' 

x^ — 2aa?4-a*=(a5 — a)*=*(a — a?)* 

sarà (col ragionamento accennato) x=^a e quindi N = 0! 

G. Pesci. 



■I • »^' 



QUISTIONI DA RISOLVERE 



»»■ ■ «■ 



741. La somma dei quadrati delle distanze del circoncentro dai 
centri dei cerchi tangenti ai lati d un triangolo è il triplo del qua- 
drato del diametro del cerchio circoscritto. 

742. Risolvere il sistema 

16(a?* + y* + «* + tt*) = 2891 
xy — zu = z^u = i 

a?4-y = 3 

E. GUTOBE. 

743. Dato un triangolo qualunque ABC, sì costruiscano interna- 
mente ad esso (coi vertici in A, B, Cj, i triangoli isosceli BABi, CBCi, 



3* RtodittioiM del sig. 8iiMiie di Soma, 

Se X. y, 9 rappresentano rispettivamente Tetà attuale* della donna, del giovanotto, e del bam- 
bino, ai deve avere t 

« = 24 + (« + 2) « = ^-(«4-2) a,^v + (y-') 

donde si ba il sistema 

« = 26 + r, y = 2* + B, « = 2.y — 2, 

ohe risolto da 

«=11, y==24, a? =37, 



cioè 



Tetà della donna è dì 37 anni 
, del giovanotta- , * , 24 „ 
„ bambino * , 11 , 

AUr0 Hsplugioni delle sig.»* Castlglioni, I. T. P. di Varéte e ■ontanarl, L. P. di Bacenna e dei 
sigg. Abate e MMoarati. R. L. e Fusoo di Benevento', Abbrsiela, Cariuocl, Crlstlni e QiardiM, B. L T. 
di Bari; Bolwéera e Perez, R. I. T. Medina: Belvederi. R. L. Galvani e Ravaloll, B. U. di Bolo^mi; 
BeltraBi e Urbani, R. S. T. e CellinI di Forlì; Bonginl. Brenta. Oernutchl, Costa. Levi e Veroellln, R. I. T. 
e Terraeinl, R L. Cavour di ToHno: Castaldi R. T. T. di Firenze i Cera, Forniate. Saleela e Sosso, 
li. P. di Caetrta ; Cirillo, Lucaroni e Haraflol. R. I. T. di Ancona ; De Bel e Sooplnleh. B. I. T. e Qit- 
ooflwttl. R. L. Polo di Venezia; De Cardenas, R. L T. e Saden di Livorno; Ferri, R L. di Arezzo ; 
Flacbetti, R. L. di Cuneo; Biierrlnl, R. L. di Pezaro; Manzi, L. P. di Domodo^zola ; Crearla e Tool, 
I. T. P. di Vartze; Pemodoro, R L. di Moifetia; Serano, R. I. T. di Chieti e Zaglia (?) 

SPIEGAZIONE DEL 10<> GIUOCO A CONCORSO. 

n giuoeo proposto era il seguente: 

Determinare tre nnnteri differenti di 3 cifre taU che zommandeil due a due zi ottengane i ire 
numeri che zi hanno invertendo le cifre di quelli datf, (Quante zono le zoluzionit) 6. C.-L. 

Questa volta dobbiamo purtroppo notare cbe il eeneorso non ha avuto buon esito ; i sigg. Belve- 
dere e Perez, R. I. T. di Mezzina ; Brenta, Cemesclil e Veroellln, R I. T. di Torino ; Fusco di Benevento 
e Longo di Napoli non hanno trovato tutte le soluzioni che ammette il problema, però specialmente 
le risoluzioni dei sigg. Longo e Perez sono degne di nota. I sigg. Abate e Maccaratl. R L. di Bene- 
vento; De Bel e Sooplnleh, R I. T, di Venezia; Passalacqoa. R U di Voghera e Zaglia (?) hanno tro- 
vato tutte le soluzioni; ma i metodi da essi adopersti non ci sono sembrati i più adatti. L'unica 
risoluzione che. a nostro parere, presenti qualche pregio è quella firmata dai sigg. 

CERA, FORHATO, SALOMIA e SOSSO del L. P. di Cazerta 

e. quantunque neppure questa risoluzione ci sembil .pubblicabile, inviamo ai predetti giovani il 
premio promesso. 

Risoinzione, 

Indicando con 10ai + &i, ì(krt + ba, 10o8 + ^ ^ ^^ numeri dati, dovremo avere uno dei se- 
guenti tre sistemi 

{(10a«-h6«) + (lOoa + ie) = lOfri + «i 
(lOas -f ft») + (lOffi + bi) -^ lOfts + M 
(lOai + 6i) + (lOos + bi) = 1068 + an 



( (ìOrn + In) + (10<ia + fts) = lOòa + os / (10<?i + b\, + (lOcrg + òa) ^ lOfri -f oi 

[) -J (10ff,4- W + (lOoa + fts) =^ 106« 4- OS 
^ (10«» + 6j) + (lOoa + 6a) = lO&i + «i ( (lOrrs 4" &») -f (lOoi -f &i) = lOfei + <*» - 



II) { (lOoi -f di) -f (lOflw + bi) = 106a + fl» IH) 



I. — Consideriamo intanto il 1* sistemo. Sottraèndo membro a membro e due a due le tre 
equazioni si ha: 

oi + *i = a« + 69 = ff8 + 6« (U 

e, sommando invece membro a membro: 

19(ai-l-cra + aa)r-8(&i-f J« + 6«), (2) 

6i + «^ + ft3^27, 
fli + a8 + oa^--8, 6i-f62+fe« = 27 <3) 



e poiché deve essere 

sarà: 

e quindi (1) : 



Per i dati del problema e per le (4). ai, 03, oa debbono essere disegnali e quindi poiché le 
tripartizioni deli' 8 in parti diverse sono 



1+2 + 5 e 1+3 + 4, 



avremo 

e quindi per le (4) 

e perciò le teme di numeri 
sono soluzioni del problema. 



oi-l. 


«2-2, 


a:, - 5 


«'1 - 1 , 


a't r= 3 , 


a\ = A. 


61 = 8, 


b»-.l , 


hi --4 


ft'i - 8 , 


b'« ^- 6 , 


Va ^ 5 , 



18, 27, 54 e 18, 36, 45 



a quii ri diano la ■«guanti : 

lOai + 61 - Bt . *!-=« + (■, *. - ni 



*i -« = ».- 01 , rtoè *i+ m = Bi + 6. . (» 

Sonimiiido Im !• o la .f aqoatlona dal >liillm« ti) • tanando conto dalle (1} e dalle {Xì. ti bn 
n + h = h + <u = at + lt-». m 

Doli* (B) al hk. Usando conto dalla ;«): 
fe = 1 , lOai + ln~» non auminiltU pet la ooDdiiloDl dat« j 

fai=l. %i>3. « = <, bi = 8 

i = 2, IOai + »i-lB^ai = 2, In = 4. «=-*. 1» = 7 

(oi^S. tt»l. n = t, *i = B 

ane loluiJanjj par oi^l 

t=3, io-,+h=2j {"=ì; Ji=;; zzi: h=7 
*=i, i«-,+a,=3. {«:^: ':^zì: z=l, ^i' 

sin tó\M^ •óloiiSor.niMSiSi'bin ;* ' " "'"'"' "*' " 

b = », 10ai + »l = *S, ot=l, »i = B, a. = 8, ki = 8 

fc = e , lOai + ti = M, 81 = 1, H^T. n~l. fti = 8 

per iit>l n|D ai binno aoluionl araniiialblli. 
Per k>« non ai buDo boIuùodì UMana)rili • quindi, ri«pilDguda, in questo 2>cua ai hanno. 

18, 13, m-, 18. 24, »; la, 38, 48; 71. 14, 88; 37, », 47; 
38, IS, 48; 3C, 28, 3f; 48, 18. 38; S4, 17, ». 

10n + »i = »(h-<>i), lOoi+h^eiH-iH). lOai + *i = » (il - Bi(. 

Dft questo si b* che I0<n + 6i. IDut + ti, IIMi -f »■ aono uiiUtlpli dì S e quipdi tali dabbouu 
Mssrs ulcba ai + »i, ai + M, oi + aiapolrU, coma negli altri asat, si poauiuo ■ubllli-a la t») e 
quindi i 

2-al + i-ti =1 « , (J^l, i. 3( 

s>rà 
' ai + *i = a, + 4, = a. + t,=^». ,9, 

10 (M - frij + *t = Mi - B (H - 61I 
di cui 

at| + fr. = 19. 



a. c,-L. 

OIUOGHJ PROFOSTI. 
a54. Trovare il Dilaaimo Dumaro dalla parti iu cui un piano i diviso da m ratte. 
^f5n. Trovare 11 DiasHima numero da|la parti in cui un piano ^ diviao da n cireoofarenza 
iS:^0. Travira il nasBiniu uumero dslle parti in cui uu piano è diviao da n reti» a di 

SG7. E*'i ire li Dumcii di nifra il IO» giuoco 1 cuucurao. 
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« + »• + ««= 10» + » 

^{|0_y,_, = ,,_!). ,,,, 



n prodotto f (lo — y) di iae bttorl U mi ■ommi i eostint* arqnliti, eom' i nolo, 11 T«lgr 

usimo qumndo I due httori aoDO agutll. tiai por y r^ 10 - y. eh* di y = !>. y ('0 -IÌ = Ì5. 
Polebi inoUia, par li (1). auppooto OCI. date aHen 

(.-1).«.(. + I)<»tl0-,), avi (»-l).«.ti+l)<25 

quindi, tensndo conto urbe eli* day* asMra 

t-1^0, wii li^a^a. 

q; Par I = Ila (1) dà y (10 - y) = x e poiehft dava aaaara 

l^x^» (!) 

. ,. deifullori » a 10-y davaaMaraeguilB B J alaltropareia' 

imbtdno I cui ai ha z = 8 a perrib *1 hanna 1* Miiuionl 



1-^2. a eania dalia (1);Z1. doTrà eagara 7^y^l&. s paralb y a 10-^. aneba inqnaato 
■Baca egaila a 1 a quindi y [!•} — ji) = % z = 3; duiiqae iTrwno la mIoxIddì 

«, = 3, jn^l, n = 2 (312) 
r, = 3. i«=9. n = 2 OH). 



Biapiloiindo donqaa i nnDori cboioddiorano allacandliioDi poatoioDoi SII, MI, 312, WS • 1 

e + l» + Ii = ll. 9 + M+I> = 91, 

3 + l» + St = 13, 3 + 0* + Zi = B2. | + 5« + S' = M. 

iDTlarono rlsoloilonl 1 ai^g. Mbr«M>lL CuliMnI. CrMIiI HardlMi a Priora, B. L T. di BaH-.t 
traii, B. S. T. di Fora-. Balvcdara e Pam, K I. r, di Vini-oi BdvadMi, R. L. GilTanl di Aobw 
Boaglal, BranU. Cwawokl. Lnl a ViroMlln, R. I. T. a Tarraolil, R. L. Cu 

Saiaala o Soua. L. P. d' " i-i-iii. ■ 1 - . ^ > ,> 

D'Ansala a Maira, R. 8. i .... . _— , 

B. L. di A'tiio; Flubattl, R. L. di Chpi>«; Fumo a Nanoaratl, R. U di £<., 

Uttuil. B, 1. T. di l-aaro; ilg,» Boataiurl, L, F. di Acmna; BMvm, a I. T, di CMii: Vai 

L. P. di Bilonlo; Z*(ll* v?} 0. C-L. 



>oinm« d<f laro quadrali mia uh 



)>4*' + ;4. + ^:> = lllly (y^al 

ara + 8 = lllly. 



SDLL' ANÀLISI INDETERMINATA DI P GRADO AD n INCOGNITE 



1. Data un'equazione di primo grado a più incognite, io qui con- 
siglio uu metodo semplicissimo per trovare se essa ammette soluzioni 
intere, e, nel caso affermativo, per aver subito la formola che le 
compendia tutte. 

Il presente lavoretto non dimostra dunque verità nuove; ma sono 
convinto abbia nel campo didattico una discreta importanza, come 
quello che, suggerendo un procedimento speciale chiaro e semplice, 
inette gli alunni al riparo da diverse cause di errori. 

2. Un'equazione di 1^ grado ad n incognite può sempre ridursi 
alla forma 

oia?! -\- a%x% -|- a^pCz -f~ • • • "i" ^n^^n = A: (1) 

con ai, as, as,...,an, k interi e positivi. 
Dedotta dalla (1) chiameremo l'equazione 

aiXi + èaxj -f- b^Xz + . . . + Kxn = k (2) 

ottenuta col lasciare in (1) invariato il coefficiente minimo, non nullo, 
che, per fissare le idee, supponiamo sia ai; e ponendo al posto dei 
rimanenti coefficienti i relativi resti per ai. I coefficienti delle (1) 
e (2) sono dunque legati fra loro dalla relazione 

ai = aia'i + h (3) 

con a\ intero e positivo e per ì = 2, 3, ...,w. 

3. Se la (1) ammette una soluzione intera, anche la sua ridotta 
ammette una soluzione intera. E viceversa. 

a) Se ai, as,...,au è una soluzione intera della (1), l'eguaglianza 

. . aiai + a%7L% + • • • + «nttn = k , 

che per la (3) diventa 

aiai + («io'« + *•)«« + ••• + (oi» n + in) an = A; , 
posta sotto la forma 

ai (ai + a'aag + • • • + Q^'nan) + h^aL% + . . . + inan = k , 
ci dice che la (2) ammette la soluzione intera 

ai -r a 2fx% -j" • . . "T" a na^ , aa , as , • • . , an • 
h) Viceversa, se 

Pi , ^S > Ps I . . . , Pn 

è una soluzione intera della (2), l'eguaglianza 

aiPi + èaP« + 683a+... + 6npn = i, 

che per la (3) diventa 

Alpi + {a% — oio'a) pa + (os — aia 3) P« + . . . + («n — aia'n) 3n = i » 
posta sotto la forma 

«1 (Pi — a'aPa — a'aP» — . • . — a «Pn) + aspa + ««p8 + • • • + «nPn = k 
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ammetta soluzione intera è che l'equazione 

giXi + q%X2 + q^Xs + . . . + quXa = k 

ammetta soluzione intera, ossia che qi, massimo comun divisore dei coef^ 
fidenti della data equazione, sia divisore di k. 

6. Yerificata detta condizione, e posto q\ = — , l'equazione 

qiXi + 9^X9 + 58^:8 + • • • + qnXn = k 
e verificata da 

Xi = Si, ari = «i , . . . , ari^i = Si-i , Xi=q'i , Xi^i = «1+1 » . . . , fl^n = 3n 

essendo ^i , 39 , . . • , Si-i , Si+i , . . . , ^n numeri interi scelti ad arbitrio 
fra — 00 e + °° • 

Pertanto i numeri interi che soddisfano Y equazione data sono 
funzioni di questi n — 1 numeri interi s. Per determinarli bisognerà 
risalire (se ne studi il modo al § 3) da una soluzione intera deiruitima 
delle equazioni (5) alla corrispondente della penultima; da questa 
soluzione alla corrispondente della terzultima, e così via, sino ad 
avere la soluzione corrispondente della prima, che è l'equazione data. 

Yerificata dunque la condizione, l'equazione data ammette infinite 
soluzioni intere, funzioni di n — 1 parametri arbitrarii. 

Si noti che la condizione e verificata se i coefficienti della data 
equazione sono primi fra loro, se cioè il loro massimo comun divi- 
sore è 1, perchè 1 è divisóre di qualsiasi valore che possa assumere k. 

7. Possiamo ora applicare ad un esempio le cose dette. Suppongasi 
data l'equazione 

— 3780 X + 2340 y - 1980 ;? + 1260 w = 720. (6) 

Ponendo Xi = — a:, x» = yy Xb = — z, a?4 = ct), l'equazione diventa 

3780a:i + 2340a:« + 1980 a?, + 1260a?4 = 720. (7) 

La disposizione da dare ai risultati dei calcoli (vantaggiosissima 
perchè, appena dopo aver assodato la esistenza di soluzioni intere 
della (6), facilmente e subito si trova la formola che le porge tutte) 
è la seguente 



!• 


3780 
3 


2340 

1 

Sk, — 2A:, — 4 


1980 

1 

•àk, — kt 


1260 
— h — ik, — Ski + 8 


2- 






1080 

1 

3ifc, — 2*, — 4 


720 
3Ar, — *, 


1260 
1 

— 2i, + 4 


3' 






360 
8fti — 2;t, — 4 


720 
2 


540 
1 

-2i, + 4 


4* 






h 


360 
2 
h 






180 
-2k, + à 


5» 






Ar. 





180 
4 
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69* OUISTIONE A CONCORSO 



Dimostrare che se esiste ud quadrangolo inscritto in un dato cir- 
colo « circoscritto ad an altro ne esistono infiniti. 



t livlata al tnt. Stalto Uinri un pli torti MI 31 nwlo IMM. 

r '^ pabWlaita m[ Ranttri uaoMtlvl, • alruton II tìf. ihMtl, »ai|llwéa 

IM I* fragri* «^Itliwl, B«nliri fi pnmta lu» vslaal (I ofin lotlwllc)» MtaallMH. 



EKILOZIOIIE IELLA fff ODIsnONE A «CORSO 



J*. DeUnninare H volume V di una lente biconvesua, conoscendo la diatanea 
dei centri d ed i raggi E, E' dette dve superficie sferiche che limitmio la tenie. 

2". Determinare i raggi E, E', conoscendo \,A ed U rapporto -=-, = m. 



Hanno inviato lavori per questo concorso i sigg. Bongini, Brente, 
Cemnschi, Coste, Tercellin, R. I. T. e Terracini, R. L. Cavour di 
Turino; Casteldl, R. I. T. di Firenze; Casalasco, R. L. di Cuneo; Cn- 
tore R. I. T. di Ckitania; De Bei, Felosio e Scopintch, R. I. T. di 
Venezia; Maraccl e Urbani, E. I. T. di Ancona. 

I concorrenti hanno interpretato giustamente l'enunciato della qui- 
stìone (ritenendo che H rappresentasse la distanza dei centri delle 
sfere che hanno per parte comune la lente), ad eccezione di Terracini 
eVercelIin che hanno presentato la risoluzione d'un problema alquanto 
diverso da quello posto, perchè hanno ritenuto che con d si dovesse 
indicare lo spessore della lente, cioè la somma delle altezze dei due 
segmenti sferici che la compongono. 

Alla prima domanda della questione hanno ben risposto i sige.Bon- 

tini. Brenta, Cernuschi, Costa, Cutore, De Bei, Maracci, Pelosio e 
copinich. Il sig. Urbani, per un errore commesso nella semplifica- 
zione della formula che Ak il volume della lente, giunge ad un risul- 
tato inesatto. Il sig. Castaldi presenta un calcolo lungo e perviene ad 
una formula compTicatissinia per il volume richiesto, che egli non 
cerca di semplificare; anche il sig. Casalasco presenta un lavoro assai 
lun^o, in cui neppure si trova un'espressione ridotta per il volume 
richiesto. À questi due ultimi alunni è da raccomandare una cura 
maggiore nella scrittura delle formule, affinchè non s'incontrino dif- 
ficoltà nella decifrazione di esse. 

II sig. Yercellìn ha assai ben risoluto la prima parte del pro- 
blema nell'ipotesi che i dati dì esso fossero i raggi delle due sfere 
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e lo speBBore della lente, giungendo in modo semplice alla relazione (5) 
(V. Éisoluzione seguente), nella quale con S è indicato tale spessore. 
Anche il Terracini segue un metodo Bempltct per la ricerca del vo- 
lume nella stessa ipotesi; ma presenta una formula suscettibile di 
riduzioni. 

Quanto alla seconda parte del problema, l'equazione che dà uno 

dei raggi (R') delle sfere in funzione di V, dj e m = n? , b stata poeta 

esattamente dagli alunni Bongini, Brenta, Cutore, De Bei, Pelosio, 
Scopinich e Cernuschi nella forma (6) o in altra poco diversa; i primi 
sei trovano che questa equazione non sì risolve che seguendo uno 
dei metodi generali di risoluzione dell'equazione di i* grado; il Cer- 
nuschi afferma (e ciò non è) che l'equazione si riduce ad un'equazione 
biquadratica con la trasformazione 



R'= 



I 4rf(ffl*-H) . 
^3(m' — 1)" 



Costa e Maracci, che pur avevano ben trattata la prima parte, non 
trovano l'equazione suddetta; non si vede nessuna traccia dì questa 
ricerca neanche nel lavoro dell'Urbani. I] Castaldi, in seguito ad 
alcune sviste, trova per ì raggi delle sfere espressioni indipendenti 
Aal volume della lente. 

Se invece di d, è dato lo spessore 5, dalla relazione (5), posto 
R = R'tn, si deduce un'equazione di 2° grado in R', che il Vercellin 
risolve e discute esattamente. Il Terracini, che ha interpretato il 
problema nello stesso modo del Vercellin, non si è occupato della 
seconda parte. 

Per il risultato del concorso non si può tener conto che dei lavori 
nei quali è etata trattata la quìstìone com'era posta. I migliori lavori 
che soddisfano a questa condizione appartengono ai sige. Bongini, 
Brenta, De Bei, Pelosio e Scopinich; e tra essi mi pare debba esser 
posto in prima linea quello del eig. 

DE BEI, R. I. T. Venezia, 
che ha inviato due diversi procedimenti, entrambi rigorosi e semplici, 
per giungere alla formula relativa al volume, che infine ha applicato 
a qualche caso particolare. 

C. ClAHBERLINl. 



Aitolnione. 

1°. Se A, h' indicano le altezze dei segmenti sferici di cui si compone la 
lente, ai ha 

A + ft = B + E-d; (1) 

e poiché ognuno dei prodotti A (2R — A), A'(2R'— A'] è eguale al quadrato del 
raggio della base comune dei due segmenti sferici, si ha anche 

A (2R — h) = A'(2R'— A'). (2) 

Dalle relazioni (1) e {2} sì deduce 

A = ^ (E + B'- d) (R'- B + d) ; A'= ^ (R -|- B'- d) (R - B'+ d). (3) 

Ora il volume V della lente è dato da 

V= J r. [A' {SE — AJ -I- A'' (3B'— A')] ; 
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quindi, eliminando heh' da, questa relazione e dalle (3), si ha subito l'espres* 
sione di V in funzione dei dati B, H', d del problema. Dopo alcune trasfor^ 
mazioni si ottiene 

V= j^ (E + E'- d)« [2d (E + E'- d) + 8 (E'— E + <^) (E — E'+ d)]. (4) 

OsSERVAZiONB 1*. — Tenendo conto della (1) e delle (8) si trova facilmente 
per l'espressione di V in funzione di /i, h\ d 

V= i ic (Ti + hy -h ndhh\ 

Quindi, poiché h-^-h' è lo spessore deUa lente : 

Una lente biconvessa è equivalente alla somma della sfera che ha per dia-^ 
metro il sito spessore, e del cilindro che ha altezza eguale alla distanza dei centri 
delle superficie sferiche che la limitano, e raggio medio proporzionale tra le air 
t&Exe dei segmenti sferici che compongono la lente, 

OssERYAZiOMB 2*. — Se si pone 

h -h h'= 8, 

cioè si indica con t lo spessore della lente, si deduce facilmente dalle (1) e 
(4) l'espressione seguente di V in funzione di E, E', t 

^= 12(ByR'-6) t»' -^^^ + ^'' + ^2RB1. (5) 

2®. Ponendo E = E'm nella (4), si ha, dopo alcune riduzioni, per la deter- 
minazione di E, l'equazione 

3 (ni« — 1)« E'* — 8 (m» + 1) dR'* + 6 (m« + 1) d*E'« + d (^ - d»j = (6) 

che non è in generale trasformabile in altra che si possa risolvere mediante 
equazioni di 2^ grado. (^) 

C. ClAHBERLIKI. 



» ♦ ■ 



BISOLUZIOm DELLE QUISTIONI 717, 720, 721, 724, 726, 727 E 729 



Non è stato tenuto conto delle risoluzioni pervenuteci dopo la data prescritta. 

TmT* Trovare quattro numeri in progressione geometrica data la differenza a 
degli estremi e quella b dei medi; e provare che se il rapporto fra h ed tk è dato 
dalla 

a óq^-f-ì 
dove q è un numero qualunque, le soluzioni diventano razionali. 



**« 



Risoluzione sostanzialmente analoga dei sigg. Bongini, Brenta, Costa, Cernutchi, 
De Angelis, Gaileano, Mosca, Terracini e Vercellin del K. I. T. di Torino; Aiiceti, 



(0 II proponente la questione, al quale mi eon rivolto in proposito, mi ha fatto osservare 
che neirennnciato della 66* qnistione era incorsa una svista, poiché era sua inten£Ìone che, invece 

dal rapporto^, fosse data la somma R-|-R'; in questo caso, come si pub facilmente vedere, la 

datemiinuiona dei raggi R, R' dipende da un'equazione di 29 grado. C. C 
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CatalMco e Mirchlilo del R. L. di Cuneo; Jodl « FragusliB àel R I. T. di Moàtnif, 
Cirillo ■•ricol Urbani del Kl.T. d\ Axeona; De Bel, Peloilo. e Scoplnlch del R. l.T. 
di rmtzia; Culo» e U Spina del R. I. T. dì Catania; Biduel del R. I. T. di Fé- 
rugiai Balvtdera del R. I. T. di Maaina; Gunpettl, dell'I. T. P. di Lutea; CitUd] 
del R. l. T. di Firenzi; De Cutro del R. L. di MBano; Papa del R. I. T. di NapolL 

Indichiamo con z il primo namero e con y la ragione; allora i quattro Domari 
domandati sodo x, xy, xy*, xy' » la ^oeatione proposta si rìdaca al aistema 
x{y*-lì=-a...; xyly — lì = b... 

Da qneate, dividendo membro a membro, ai ha la eqnaiione 



n — 6±y(6~<')'-46' 
!' = 26 ■ 

_ b _ o (a — 36) T (g — 2t) V(6— a)*— 46* 
* y[y-lì 2136-a) 

Poiché ai ha 

i = (_36 + o)(6 + a). 

perlarealitk delle radici bnaUi che sia "t-^— I oppnre —:^8. Soatitnendo nella 

eapressione 

^ = fi+4l(i- 



36 \ 
» dato della (1) si ha 



Ciò che prova la seconda parte della quistìone. 

Nota dbl Red. — 8i ottengono pure soluzioni razionali ponendo 6 ^= 2{ ed 
a^ q + 2 j + 4, giacché si ba A = (y — 4)'. 

G. Cahsido. 

"•tSbO* DitHOtfrar» eoi metodo d'induzione la nota formula 

]p + 2p + a» + ,.. + «" I 

ir. -^^ = ìtti 

ttundo p «in numero intero potilitn. Cataria. 

Rlaoluilone (parzialmente modificata) dei sigg. Paloilo e Sooplnlch, R. I. T. di 
Venezia ; Culare e La Spina, R. 1. T. di Cafanin e Vercelltn. R. 1. T. di Torino. 



abbiamo 


-['V 




•+2- + 3' + 


■■ + "'. 










■M:t> 


•^cr 


facendo 


successivamente p = 


1, 2, 3 abl 


iamo 








s, 
s, 
s, 


n(n + l) 

= inln + l)(2« 

fl'(n + ll' 

4 


+ 1), 



é da queste 
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e andando al limite, per n = oo abbiamo rispettivamente, i, i, !»••• 

Ammettiamo vera la legge fino a Sp-.i e dividiamo (1) per n^^, e ordiniamo 

Al limite, per n = cx) abbiamo 

-et'):; " 



nP+ 



annallandosi per ipotesi, tutti i rimanenti termini del secondo membro, ed infine 

,. Sp 1 

„=a.nP+^ P + 1 

Le risolazioni inviate, sì riducono, in generale, o ad una successiva verifica 
della formula data per ^> = 1, 2, 3, . . . , od alla ordinaria dimostrazione algebrica. 
Alcnni solutori banno poi direttamente applicato le relazioni date in questo * Sup- 
plemento „ an. IX, pag. 21. Tali sono i sigg. Cera, Formato, Solonia e Sosso, R. L. 
di Caserta. I sigg. Cutore e La Spina estendono la relazione proposta alla deter- 
minazione del volume della piramide. 

I nomi dei rimanenti risolutori sono : Brenta e Cérnutchi, R. I. T. e Terracini, 
R. L. di Torino ; De Bel, R. 1. T. di Venezia ; Freguglia e Jodi del R. L T. di Modena ; 
CasalasGO, Marchisio e Chiesa del R. L. di Cuneo; Cirillo e Maracci, R. l. T. di Ancona ; 
e Perelli di Roma. 

C. Alasia. 

721 • Un serbatoio emette continuamente acqua da un foro di area s prati- 
cato nel suo fondo; quest'acqua viene ricevuta da un secondo serbatoio avente anche 
esso nel suo fondo un foro d'e flusso di area b', 

II primo serbatoio è alimentato da un getto d'acqua che vi mantiene eostante 
U livello h d'acqua ; nel secondo serbatoio invece U liquido in princìpio s'inalza, 
ma poi assume aneh*estso un livello costante h'. 

Si determini Varea s' del secondo serbatoio in modo che si abbia 



A+V=<i, ;i« + A'«=g, 



ss 



estendo h, h', numeri che misurano in metri le altezze di livello, ed s', s.i numeri 
che misurano in cm' le aree dei due fori, (^) 

Si consideri il caso particolare in cui a =^ 45, q = 1377, p = 18. 

Esame di concorso alla R. Accademia Navale. Agosto, 1905. 

Risoluzione 

Indicando con f , v' le velocità d'eflusso nei due recipienti, avremo per la legge 
di Torricelli («) 

V = ^2gh, v= Ì2gK, 

(1) .Sebbene Tenunciato chieda esplìcitamente soltanto il valore di ^, si capisce che h, h\ »,•' 
sono qnattro incognite da calcolarsi in funzione di a, q, p che sono i soli dati del problema. 
(S) Vedi ad es. Ròiti I, % 251. 
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e doTendo esMre eguali le portate dei duo orifizi quando il rtgime ptrmanentt é 

raggiunto, aarit (uanmendo per unità di auperficie il quadrato dell'uoitit lÌDeata) 

rt =s «■«' (1) 



-fi- 



Si avrà dunque il siatenia 
h + h'=a, (2) h* + h'*='q. (8) t$ = p, (4) -^ = j/Z. (5) 

Dalle due prim» ai deduce 

e dovendo h, h' eaaete rtali e poiltipi, ai ricava di qui le coudiiione di poaaibilità 
del problema 

3 < a' ^ 2q. {7) 

Moltiplicando e dividendo fra loro le (4) (5) ei ha poi 
e, tenendo preaente la (6) 8Ì ba ioflue, dopo qualche semplificaEJone 



■.■hf 



^—^ ■ (8) 

con l'avvertenia che ntìU (6), (8) i »tgni tuperiori si eorritpondono e eoA purt 
gli inferiori. 

Se dunque b verifloata la (7) il problema ha due soluzioni «he difFeriseono 
fra loro pei lo scAmbìo dei valori di ih e di « con quelli di Ve di s' rispettiva- 
mente. SI può dunque dire che, per passare dalla 1' alta 2* soluiìooe, basta acatH- 
biart fru loro i dut recipienti com'era da prevedersi. Nel caao limite io cui 2g = a* 
le due soluzioni si ridui:ono sd una 

» = V=i<., » = a'=ip. 

OsaBaVAZiOHa. — Nell'applicazione oomerica proposta, mentre le lunghezze h, 
h', a souo misurate in metri, le aree «, «' sono valutate ìd cm'. Ciò però non 
porta modificazioni nelle formule precedenti. Ed infatti, qualunque sia il rapporto ì. 
fra il quadrato dell'unità lineare e l'uiiiLà di superficie adottata, valutando le au- 
perficie cou questa unità, anziché con quella, le aree degli orifizi vengono ad essere 
moltiplicate per X, e perciò la (1) e le Bue conseguenze auesietono ancora nella 

In nessuno dei lavori presentati risulta esplicitamente che il calcolo numerico 
sìa stato fatto tenendo presente questa osservazione. 



a = 45, 3 = 1377. p=18. 
Dalle (6) e {8} ai hanno le due soluzioni del problema 



con le unità di misura adottate. 

Dei 26 lavori presentati, il migliore e più completo à quello del ai g. ledi del 
R. 1. T. di Modena, il quale mette in rilievo in tutte la aue parti, la duplice bo- 
luzione del problema. 



92 SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA.. 

11 secondo dei valori di d non corriipoode si dsti del problema, per cui n 
dovrà tener conto del primo valore eolamente, cioò del valore minimo di (1). li 
valore di t che soddisfa a tal minimo ei lia sostituendo il valere di d in (2), • ai ha 

9 
In qaaato momento la distanza ■' del punto da sn OX è 





. a.i 


punto dft su OA è 








.. 


t«f-l 


.(5*F^) 




EvJdeiitement« 








per 


( = è 


OH 


-». 


OK = 0, 


BK = »; 


per 


'-n 


è 


OH 


-0, OK 


-2», HK- 



AUrt ritoluzioni dei eigg. Brenta, Cematchl, Hosoa, Terracini e Vereellln, R. I. T. 
di Torino ; Cutore e La Spina, K. I. T. di Catania ; De Bel, Pelotlo e Scopinlek, 
R. I. T. di Ytnezia ; De Castro, R. L. di Milano ; Flachettl e Mirchldo, H. L. di 
Cumo; Haraccl. Rinaldi e Urbani, R. I. T. di furono e del sig. F. Vsrde. 

La soluzione di quest'ultimo è pregevole, ma la disuiissione dell'ultima parte, 
dato il modo col quale è fissata, porterebbe in un csmpo che esorbiterebbe da 
nna discussione elementare; la soluzione del sig. De Castro, rigorosa e completa, 
non k però adatta al * Supplemento ,, ricorrendo egli alla forma delle derivate 
per ottenere le condizioni di poesibilità del problema. Lh soluzione del sig. Brenta, 
accurata più di tutte le rìmnaenti, considera iu particulsre i casi nei quali è iso- 
scele il triangolo OHK o che sia uguale U velocità dei due punti materiali. La 
eolazione del sig. Cernusubi b pressoché analoga a quella riportata. Le altre eono 
meno complete. 

G. Alasi A. 

'witv* Dimostrare, indiitendentemenlf dalla teoria drlla oottiiglìanza, ehs U 
triangolo equilatero amite per lato Vipotennta dì un triangolo rettangolo quaUiatt 
i equivalenlt alla tomma dei triangoli equilateri aventi per lati t cateti. 

C. ClAMBBSLINI, 

Rltoluzlone. 

Siano BCK', CAB', ABC i triangoli equilateri aventi per lati l'ipotenua» e i 
cateti di un triangolo rettangolo ABC; il punto medio dell' ipiitenusa. I trian- 
goli ACA', BCF sono eguali; ma BCU', essendo il doppio di B'CO. è equivalente 
al quadrangolo AB'CO (perchè B'O à l'asse di AC|; perciò anche il triangolo ACA' 
è equivalente al quadrangolo AB'CO. Similmente, il trisngolo ABA' à equivalente 
al quadrangolo AC'BO. Segue che il quadrangolo ABA'C è equivalente al penta- 
gono concavo BCB'AC; e quindi (tolta la parte comune ABC) il triangolo BOA' è 
equivalente alla somma di CAB', ABC. 

Invistono risoluzioni geometriche poco diverse dalla precedente i aigg. Brenta, 
e Verceliin, R. I. T. di Torino; Catalasco e Harchiilo, R. L. di Cuneo; Oe Cislro, 
R. L. Beccaria di Milano. Risoluzioni geometriche lunghe, o in cui non tutto quanto 
si asserisce vien dimostrato i eigg. Bonglnl, R. 1. T. di Torino; Cutore e La Spina, 
R. I. T. di Cnlauin. Risoluzioni non indipendenti dalla teoria della somiglianza 
i sigg. Bonetti, R. L. di A</zto; Costa, R. 1. T. di Torino. Risoluzioni basate Bai 
teorema di Pitagora e sulla tooris della misura i eigg. Belvedere, R. I. T. di Mta- 
tina; Brenta a CamuichI, R. 1. T. di Torino; Caitaldl e Che, R. I. T. di Firtnxt; 
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Ciitore, R. L T. di Catania; De Bei, Pelosio e Scopinich, R. I T. di Venezia; De Car- 
denas e Paoletti, R. L T. di Livot-no; Ferri, R. L. di Arezzo; Fiachettl, R. L. di Cuneoi 
Joili, R. L T. di Modena; Maraccl, Rinaldi e Urbani, R. I. T. di Ancona; Pateliani, 
R. L. di Como; INarangio, R. L. di Aquila. 

C. ClAXBBRLIHI. 

727« Eseguire le somme seguenti: 



,«ir(r-i-l)(r4- 2) 1.2.3 ' 2.3.4 ' " " ' ^ n(n + 1) (n + 2) ' 
1 1.1.. 1 



r=ir(r-i-l)(r-i-2)(r4-3) 1.2.3.4 ■*" 2.3.4.6 ■*"•*• "^ n(fi-i-l)(« 4-2)(n + 8) ' 

R. Vbrcellin. 

Risoluzione dei sigg. Costa, Bonglni, Brenta, R. I. T. di Torino e Peloilo, R. I. T. 
di Venezia. 

l^ Essendo 

1 ^ 1 1__ (^ 

r(r-i-l)(r-i-2) r{r + l) *•(#• + 2)' ^**^ 

ed 

1 ^1 1 

r(r -fi) r r -f 1 ' 
facendo successivamente r = 1, 2, 8, . . . , n, abbiamo 

-L = JL_JL J_ = 1._JL _L— Jl — J. 

1.2 1 2 ' 2.3 2 3 ' 3.4"" 3 4 '*" 

1 1 1 



•••' n(n + l) n_n4-l' 
e sommando membro a membro 

T ^ ^ 1 ?_-_!!_ m 

r=ir(r4-l) n-i-l""n+l* ^*' 

Abbiamo analogamente, 

2 ^ 1 1_ 

r(r + 2) r r + 2' 

e facendo successivamente r = 1, 2, . . . , n, 

_2_^2._J_ _?_ — JL__JL A_ Jl — JL 

1.8 1 3 ' 2.4 2 4 • 8. 6"^ 3 5 "" 

2 11 2 11 



* ' (n — l)(n + l) n—l n+1' n(n-i-2) n n + 2' 
e sommando membro a membro 

3n« + 5n_ 

4-2) ' 

e dunque, 



T ^ =3 S ^ M I M :^ 3n' + 5i 
,=ir(r+2)^ 1 "*■ 2 U + 1 n 4- 2/ 2(n4-l)(« 



r^n 



3n« + 5n 



r=.ir(r + 2) 4 (n 4-1) (n + 2)* 
Dalle (1) e (2), tenendo conto della (a), abbiamo ora 
»-»' 1 n 3n* + 5n n(n 4-3) 



(2) 



r-i»-(r-i-l)(r4-2) n + 1 4(n+l)(n4-2) 4(n + 1) (n + 2) ' 

2\ Si ha 

1 1 1 



r (r + 1) (r + 2) (r -f- 3) r (r + 1) (r + 2) r (r + l)(r + 8) ' 
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TrSw. Rltoletr* Vtquitziant 

«• — 3aii + n' + 6' = 0. 

E. N. Barhiin. 
RitalazIOH del Big. Naecarall, R. I. T. di Benevento. 
L'eqiiaziona data può ecrìverai: 

(a; + a + 6) [x' _ (a + b)x + (a' - ab + fc')] = 
le si Bcinda nelle dae 

a! + a + 6 = 0, donde x = — (a + fe) 

h (a' — oi + 6') = donde ' 






,..>+i)-(a-6)y'-3]. 
RiaolazLone del sig. Qhi, R. I. T. di Firenti. 
PoDendo t = 6y — o l'eqnasione diventa 

6'(y' + l)-3afcV(y+l) + 3a'ò(y + l) = 
che si Bciade nelle altre du» 

y + l=0 dacuiy = — I e perciò * = — (o + 6) 
6' (y* — y + 1) - BnftV + So'fi = 
da oni si ricava facilmente y, a quindi ai deduce x. 
RlaoliRlons del eig. Caialaaco, R. I. T. di Cunio. 
PoDendo x = {a + b)y, l'equazione diventa 

(n + S)' y' - Sai (a + 6) y + a" + 6* = 
cbe pa& Bcrivere dividendo prima per (a +bì a poi raggruppando 
(a' + 6') (y* + l) + ab(y+ 1) (2y* _ 2y - 1) = 

(ff + 1) [(o' + i') (y' - y + 1) -h 16 (2y' - 2y - 1)] 
che si scinde in altre dae clie sono rispettivamente di 1° e di 2° grado. 

Risolvettero nel primo modo l'equazione proposta ì signori De Caitro, R. L. di 
MUano; Boaetti, R. L. di Arezzo; Bianchi, Pfloleltl e Sadun, R. I. di Livoino; Ca- 
staldi, R. 1. T. di Firenze; Terracini, R. L. Cavour, Brenta, Carnuichi, Cotta, VercellJn, 
R. 1. T. e Coita, I. T. Privato di Toiino; Fiachettl e MarGhido, R. L. di Cuneo; 
La Spina e Cutare, R. I. T. di Catania: Da Bel, Peloilo e Sccpinloh, R. I. T. di Ve- 
nezia ; Giardlna, R. I. T. di Bari; Haracel, Urbani e Rinaldi, R. I. T. di Ancona ; 
Jodl, R. 1. T. di Modena; Cara, Formalo, Solonla e Soho, L. F. dì Caitrta; Btlvedarl, 
R. L. di Bologna; PalellanI, R. L. Volta dì Como; Belvedere, R. I, T. di Hetaina. 

11 sig. Gardena! risolve nello stesso modo l'equazione, e dice che essa ha tre 
solnzioni (dimenticando di aggiungere reali) solo quando a^b. 

Sono errate le riaoluiioni dei sigg. Bonglnl e Chlarugl. 



QUISTIONI DA RISOLVERE 



761. Si considerino due rette perpendicolari Ox, Oy, due circon- 
ferenze l'una di raggio a tangente in a Ox, l'altra di raggio b 
tangente in ad Oy, ed infine una retta r cho ruoti attorno ad 0. 
La retta r incontra le due circonferenze nei punti A, B che si proiet- 
tano in A', B' sulla Ox. Studiare la variazione della lunghezza del 
segmento À'B'. 

(BaeeklBDrMt« la mttamiUebs. Btunione, Otiobra 190!>,) 



• qnlodi ann aolDiiana ì y = e, i = 738 a jititih tntU la aoliuioni saraDDi 

.y = a + S9, ) = 738 + lllH) (Ciotero). 

Poictii deTa aaaare y^S, darri aucra «<3 a pakbi < ds.a euar 

dnualla 41, 43»*5, 

Intatti 41' + 43» + 45« = 1881 + 1849 + 2035 = 5!>M. 

InTiKrono rìsoliuloni i pi'ed«tU al». AUkmIi. Balvadira. Bafridirl, DMgini, Branla. Dira. Car- 
■Mchl. Cirillo. Crittinl, D'iUJalD. D* Bai, Fornito, SltrdiM. Snana, Lavi. Uiuroiil. ■araixil Marra, «lout. 
■otrtMori, laosaraU, Priora. Saloni*. Baapintoli. Soaao. Vantala e VarcalMn ed i sigg. Aagiiunl. L, P. 
di Nanra Infii-ian: BadMi, R. I. T. di Pinuiia: Cualauo e lantlilalo. K. L. di Cu„,e-. Calllnl a 
llavajoll HFirlì: OmU 0. e eaUaaao. R I. T. a Coita lidi ToWnc ; eaerrlnl a PoMitl, B. L. di Punii); 
laraai, R. I. T. di JHIaru; Palotlo, B. I. T. di Vintila;' ita Vaaro. & 1. T. di Bari. 

G. G-L. 



Per i diti dal prabtemi doTramo »Tar» 

l]Ogir+llj = ^, doÈ ll(100x-)-^) = .i 
• parclb wi. ia = lli.nii e U praiadante aquulona divlena 

Se il nnman 1001 + r ^ multiplo di 11, inilia f 4-v dova aaaara niDitlpIo di Hi ma palcbà 
X a y dabboDo avere Interiori a IO, urk 

1 + 11 = 11 , (2) 

« qnlDdl la ai diriana 



cioè 9z + 1 = »). 



Poiehb dei! 

I quadrati perTatti di due cifre 



5, por la (2), j(-4. Il nume 



OaniaiKi. Blar^lna, Gaoina, Suarrinl. Lavi. Laoaroal. Haracol. ■arra, larcliialo, Klonl, Konl 
orati, PahMio, San lauro, Salonla. Sooplaleli. Boaao, Ventola e Varoallli. 

G. C.-L. 



Indlundo eoo 1 11 cumara dei sod attuali a con y 11 uumaro di lira alia paga ci 

-dmlla quali al ha iw — py = pz • quindi 

nlx-t» 

Soatltnondo Dalla (l].a riducaDdo, ai ha 

rarlulona ed una permananza, ha uua radia* a 
tatlle. Riaol valido ai fa a 

= ^("i> + VV.^^ + 4,„)). 



Afflneki x b g bIiiio iiilari occorra ÌDoanii tutto di* ■(> 

opi''p + *mì^ki [klattn) «ioi «j. + 1» ■= «(JH (» IntmoJ 

S* Ul« eoDdiiloM i Hddlibtt*. dalla (a) (t| H ha 



»(*) 



Inviirono r<»[Diionl [ predctU tigt. M>rwnli, AsrlMil, Baimi. SalmdMV, BthnOr). BoivM, 
BTMla. Cuiiueo. IW«. OHwnskl. DlrlU«, CoMa 0. Cori! I.. O'AhmIo. D* Bai. Formto. OallaaaB, fliHM. 
Buarrlnl. Lnl, Unu, Uocraal. ■anool. «trcWMii, Umm. ■Ioni, ■ttrtaur!. lucuatl. PaloM, PoMttl, 
Priora, Rav^all. Siianla, Su ■auro. SoorliM. tCMo. Vwtola s Varoellln, id il ajg. Blaaauil. L.P.di 
MaflU (Ucca). 

G. C.-L. 



GHXJOCTil raoFosxi. 

SnS. Coatmira ti;ten»maB[a ■ un triufolo ABC dd triangolo A'B'C'in modo eba I 
:i A'. B'. C iliDO riapa Iti VII menta i punti niad! d[ B'C, C'A, A'B. 
^nO. Dus monUgaa alta l'i 



■orniuiU ì di 96 tn 
•Tira il raggio i^all 



lira, anppoata aTarlci. 



SO 1 . qanij lono gli angoli lo cui Inonloni trigononatrloha sono aajiTaua da iti tnxic 
(A qaola altro problema equivale qoeata quistionar) 

^0Ì3, In quinti modi si poaaano diaparrs le ì« pedine del ifmtnt segnando la regola i 



a Hata oi^caaiono di raralglia distribuì L. 100 fra le sne petBene di 
15, ad altro 17 a a^ altre iaDne 10. SI demanda quanta peiaone aiaia 



ietf.p.cnltctftftci 
c,r'P*cniri„ct,.r'' 
tf.p.pnirprincéptf. 
f,p,cnirp»princ,p,f 

pécntrpel tloprinctp 
, e ^ l r p . l im i l p r i n e é 

ftptiHirptprinetptf 
* f t p • t n t r p r i K e t p t f t 
,,r'P*'*trÌn^tp, r 4 e 

ÌC4fiptCHlnC4p4f* . * 
liCtf4p4cnC*P4f4Clt 



aolniioni ai accettano Uno al 31 maggia '■ 



Eum-CoaHiOE. — Kall 



pertina del Fiic.V la 2' dalle equaiionl (3J dare 



MÀ0(Hp Ì906 
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ALCUNE IDENTITÀ' E LORO APPLICAZIONI 



1. Qualunque siano le quantità 

a, b, e, d, e, f, g, 7i, «i , b\, ci , rfi , «i , f\, gì. Ai 
i ideniieamente verificata la reìanona^') 

= (««. + 66. -f m + dd, + «. + m + gg, -\- hh^)' 
4- (flè| — bill + w^ — de, + e/i — /Vi + gki — hgi)' 
+ {ac, — bdi — cai + db, + «yi — fh, — gè, + A/i)* 
4- («rfi + 6<^i — ab, — da, — «Ai + fg, — gf, — he,]* 
+ [ae, — bft + cg, — dk, — ea, + /'i, — jr<, + Adi)' 
+ {o/i 4- be, — ehi - dgi —eb,— fa^ + gd^ + he,)* 
+ (offi — 66i — ch + rfA + «Ci — fdi — gai + Aèi)* 
+ («A. + bgi + cf, + d«, - «^ - fc, -gb,- ha,)'. (1) 

Questa identità esprime il seguente 

Teobbha. — Il prodotto di due quaidità, ognuna della quali è la 
aotntna di otto quadrati, si può ancora decomporre nella somma di otto 
quadrali. 

Si fecero molti tentativi, per ottenere una formola analoga alla, (1) 

fer il prodotto di due somme di 16quadi'ati, finché recentemente (189S) 
Ukwitz ne dimostrò l'impossibilità. (*) 
Dalla (l) si possono dedurre numerose identità assai notevoli. 

2. Se supponiamo successivamente 

d = e = f = g = h = di = e, = f,=g,=h,=0, 
e = f=^g^h = ei=^f,=gi^h,'=Q, 



avremo rispettivamente 

ia' + A') {a,* + b,') = {aai + 660* + ("bi - ba.T = 

= (a6. + 6«,)* + (aa.-66,)'. (2) 
(a' + 6' + <^ (di' 4- 6,* + Ci*) = laa, + bb, + ce,)* + 

+ (ab, - 6a.)' + [aci - ca,)' + (bc, - cb,)', (3) 
(a*-h6'+c*+rf*)(a.'+6,*+c,'+d,') = («a. + 6i.+ «, + rfrf,)'+ 
4" {ab, — ba, -\~ ed, — dciY -\- {ac, — bd, — CfK + db,)* + 

+ {ad, -j- bci — cb, — da,)', (4) 

e cosi di seguito. Avremo quindi i seguenti 

Teokshi. — Il prodotto di due quantità, ognuna delle quali Ì la 
somma di due quadrati, si può decomporre nella somma di due quadrati. 
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Il prodotto di due quantità, ognuna delle quali è la somma di tre 
quadrati, ei può acomporre nella aomma di quattro quadrati. 

Il prodotto di due quantità, ogituna delle quali è la somma di quattro 
quadrati, può decomporsi nella somma di quattro quadrati. 

£d aìti-e relazioni interessanti si potrebbero dedune dalla (1) Bup- 
ponendo che nei fattori del suo primo membro s'annulli un numero 
diverso di termini. 

3. Dalle (2), (3), (4), (1), supponendo eguati tra di loro tutti i ter- 
mini d'un fattore del primo membro d'ognuna di esse, si trae facil- 
mente 

2(o--F6') = (<i-|-4)--|-(a-ò)', (5) 

3 (o- -H 6' -fo-l-Co + i -he)' -!-(«-*)■ + (4 -e)' + («-<■)■, (6) 
4 (»■ -I- 4- -I- e- -I- d-) = (o -I- 4 -I- e -I- rfl- -1- 
+ (,a-l> + e-d\'+{a-b-c + dy + {a + b-c-if; (7) 
%[,f + h- + ,? + d' + f + r + g' + lfì = 

,^l,a + h + c + d + e + f+g + hY + 
Ma-i + o-d+e-f+g-hf+{a-b-c-d + s-f-g + hf+ 
+ {a + l,-e-d+,+f~g-hy+{a-h+c-d-e+f-g+hr+ 
+ {a + b-c-d-s-f+g+h)'+{a-l'~<:+d+e-f-g+h)'+ ' 
+ [i, + h + c + d-e-f--g-hf. (8) 
Supposto <2 = 0, la (7) dà 

4 (o- -I- i- -I- «■) = (a + 6 -I- 1)' -K- a -I- 4 -t- e)- -I- 

-f(a-4 + c)'-K»-|-4-«)'. (9) 
Balla (7) stessa, mutandovi tj in — cj si ha 
Ha' + b' + e' + d') = {.-a + b + o + d)' + {a-b + c + if + 

+ {à + b-c + d)' + {a + t + e-df. (IO) 

4. Le identità 

(a'-|-6T-(»'-4')'+(2o4)'! (U) 

(o- — 4") = (ii'-l-6T — (2o4)', (11)' 
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Aiialogumeiite dalla (4) si trae 

(a» + i' + e" + d^' = (2ac ± 2irf)' + (2Ac ^ 2ad)' + 

+ (a* + 6»-c*-flC)'i (U) 

luatitilA rh* ain Iti sniixmn ili nanUi-a 
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Rlioluilon*. — Ponendo 

Ift (1) Ak luogo al Biatema 

n sistema (2) coll'impiego della formola di Waring si risolve per mezio 
della equazione 

„_6._^6.-.„ + liÌjS6.-.„._... (S) 

dove si è posto pf = n, j/s = u. La (8) è di ^ado )^ n se n è pari, di grado 
\{n — 1) se n è dispari, ed in questo caso il sistema viene ad avere una 
soluzione (+00, — co ) oppure (— 00 , + co ). 

Le radici della riaolvente (3) non possono easere accettate ae non sotto 
alcune condizioni. Per fissare le idee supponiamo che ai abbia nella (1) 
j> =: ^ = 2 ; allora il sistema (2) diviene 

y* + a' = a, a; + y = 6 
e la risolvente (3) é 



1' — 4&'k + 6* - 



ed ì valori di y e e sono dati dalla equazione 

Ora affinchè un valore della u eoddisfaccia alla i 



(«).w>0, (P) 



Nella (4) ai ha i = 2(b* + a) e poiché a>0 la condizione («) è sempre 
soddisfatta dalla soluzione Uj corrispondente al segno -|- ed è soddis&tta 
nnche dalla soluzione u\ corrispondente al segno — soltanto se 

26'>y2(6* + a) oaaift 6'>a, 
La condizione (()) porta &lle altre due 

(9i) 6> — 4ui>0, {ìt) 6' — 4k,»0 

(p.) 2V2(6* + a)-36'»0, (fi.) - (3fc' + 2 l'2(6' + a))>0, 

delle quali solamente la (pi) può verificarsi, ciò che ci porta a concludere 
clie (feÙe Todiei della (4) solamente la minore può dare una aóhaione della 
eguaziotte 

La (Pi) si risolve nella diseguaglianza 6*'^8a, e siccome abbiamo già visto 
cbe Hp- la radice Ui deve essere 

26' — ^2[b* + a) > 0, 

possiamo dire che la equanone (6) avrà una aolusione ed una sola se sarà 
soddisfatta la doppia diseguaglianxa 

a<ft'^8a. G. Cakdido. 
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'7tìSl* StabiHre una regola per trovare la più grande frazwne avente per 

numeratore l'unità che sìa minore di una frazione data -t-<;1. 

Applicare questa regola aUe fraaoni te e ^— ; poi decomporre ciascuna di 

queste in una somma di frazioni decrescenti aventi per numeratore Vunitd. 

(Gsitilluto d'ittitudina il prateisonta d«11« «cuoi* normali In FnnelL Contano d»l 130&.) 

ftliBluzioiM del Big. Siilun, R. L. di Livorno. 

Indicando con n il deDomÌDstore della frazione, si deve avere 

n^ b ^«-I 

Applicaoda snccessÌTimente questa regol», si trova essere n aguale alla parte - 
intera del quoziente — aumentata di ano. 

1 = 1 + 1 + J_, ll? = l + l + J_+^_ 

22 4 ^ 15 ^ 660 355 4 ^ 15 ^ 609 ^ 864780 

Rieoloiioni sostanzialmente analoghe dei sigg. Badusi, B. I. T. di Perugia; 
Balvadtre, R. I. T. di Siettina ; Bonginl, Brenta, Cernuachl, Costa e MoMa, R. I. T. e 
Terracini, R. L. Cavour di Torino ; Caiaiatcd e Marchialo, R. L. di Cuneo ; Cutora e 
IJi Spina, R. I. T. dì Catania ; De Bel, Palttalo e Scoplnlch, R. I. T. di Venezia ; 
Da Castro e Valaguita, R. L. Beccaria di Milano; Della Mura, Gargano, Glardina 
e San Mauro. R. 1. T. di Bari; Ferri. R. L. di Arezzo; Jodl, R. I. T. di Modena; 
Maracol, Rinaldi e Urbani, R. 1. T. di Ancona. 

'TSS* Quali sono i vaiori che si può dare ad s, affinchè esista un angolo se 



(Concons par llaUtahi nuionale ■gnoamko di Fiandi, IVO.) 

Rlsoluilone del sig. Sadun, R. L. di Livorno. 

Si deve avere I ; j — j ^1, ovvero {x^ — bx + 4)' — {*' — 4)'-^0, cioè 

{21* - 5*) (8 — 5*) ^ 0, da cui xL-~\ (x- -jj^O. Se ne ricava i5=-|- 
oppure — I^ii^O. 

Risoluzioni analoghe dei sig. Belvedere, R. I. T. di ìlettina; Bonglnl, Brenta, 
Cotta fi., Costa I., Cerauechl, Galleano e Mosca, R. 1. T. e Terracini, R. L. Cavour 
di Torino; Bonetti, R. L. dì Arazo; Casalasco, Flachettl e Msrchìtio, R. L. di Cuneo; 
Cera, Formato, Salonla e Sesso, R. L. di Caitila ; Cutore e La Spina, R. L T. di 
Catania; De Cailro, R. L. di Maaiio: Ghè, R. I. T. di Fireme; lodi, R. 1. T. di 
Modena; Manli, L. di Lomodoaaola; Maracol e tlrbinl, R. I. T. dì Ancona; Naccantl, 
R, L. di Bemveiito ; Peloslo e Scoplnlch, E. 1. T. di Venezia. 

"VSi* Dato il sistema 

x* + y' + z' = a', a; + y + 2 = 6, y' = xz, 

determinare per e* e b coppie di valori tali che il sislevta abbia soluzioni intere 
e positive, e trovare t<di noluzioni. 

Risoluzione dei sigg. Cotta G. e Mosca, R. I. T. di l'orino. 
Dalla seconda delle equazioni duts ai ha 

I + a = 6 - y , a:' + ;• = è" + s' - 2 (4j, + xi|, 
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Riioluzioni sastdDzisI mente ugiinli dei sigg. Bonglni, Brentt, Cemuschl, Coita F. A., 
Coita G. e Moico, R. I. T. di Torino; Daddl, E. L. di Banenua; Bawl, D« Cittro e 
Valigutsa, R. L. di Milano; Bianchi, Marenco e Priaml, R, 1. T. di Livorno; Caialaico, 
Chleta e Harchltlo, R. L. di Cuneo; Pomodaro, R. L. di MolftUa; Borracci. Castaldi e 
Ghè, K, I. T. di Firenxt; Boccettl, R. L. di Artzzo: Catara e La Spina, R. 1. T. di 
Catania; Qlannuzzl, E. L. di Magli»; Campai», R. 1. T. i.i Lucca; Jodl, R. I. T. di 
Uoitna; Cera, Formalo e Salcnia, R.L. di Ctiurta; Msraccl, Rinaldi e Urbani, R.l.T. 
ài Ancona; Peloilo e Scoplnlcli, R, 1. T. di Vtnttia; Perez, H. I. T. di Metiina; 
D« Blatio e Naccarali, R. L. di Bti\teenio; Macchi e Hauacclwlli, R. 1. T. di Varisi. 

Poeto 



le tre equaEÌoni proposte diventano rispetti vani ente 
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la (6) divcDtft allorn 

j,' + 8y + 4='{l, (10) 

da cui 

>/ = — 4±2^W; (11) 

quindi per U (9), sarà 

tao i = - (2 q: V'F) ± 2 V2 T )/3, (12) 

dove il prima e il terzo doppio segno sì devono corrispondete. Si hanno cosi quattro 
valori per taa x, e questi forniscono le radici cercate. 

Come bì vede questo procedimento è molto meno eemplice del prece- 
dente ; inoltre eaao richiede una discussione, dalla quale risulta che si è 
perduta la radice (4). 

Ai precedenti riaoliitori va aggiunto il sig. Castaldi, E,. I. T. di Fi- 
renze, il quale dalla (10), invece della (11), ha ricavato 

e cosi la sua soluzione risulta incompleta ed errata ; e un altro errore 
ha commesso poi nel risolvere la (9) con questo valore di y, perchè sotto 
l'ultimo radicale della (12), invece di 2-|-y3^ha scritto i + l^. 

4* Soluiione, corretta, del sig. De Castro, R. L. di MiJnììo. 

Moltitilicaado per tiaix si ba subito 

tftna:taQ2x + l=8coBa^senx, (13) 

oasi» 

2tol'"x-Ì + 1 = 8 <">» -^ '«" '■ "*1 

— L = 4sen2r, (15) 



Questa soluzione, come la seconda, fa perdere la (4). Il solutore poi 
si ò sbagliato nel passare dalla (14) alla (15), perchè, per coefficiente del 
secondo membro, ha trovato 8, invece di 4. 

5' Soluzione, del sig. Verceflìn di Torino. II procedimento è analogo a 
quello della seconda, ma è, molto ingegnosamente, semplificato e com- 
pletato. 
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B dei BJgg. Bidust, R. I. T. di Pti-uffia; Bonglnl, Brintl, Ctrnuichl, Cotti, 
Lni, Mosca, B- I. T. e Terracini, R L. Cavour di Torino; Campatti, I. T. P. di Lueea; 
Cualaioo, Chieaa e Marchliio, R. L. dì Cuneo; Cera, Formato e Solonla L. P. di 
Cattrla; Caataldl e Raggio, R. I. T. di Fiitnze; Cutore e La Spina, R. I. T. di Catania; 
Do Caatm, R. L. Baccaris di MUamo; iodi, B I. T. di ìlodtna; Maracci, Rinaldi e 
Urtanl, R. 1. T. di Ancona; Palosfo e Scoplnlch, R. 1. T. di V*»tzia; Pery, R. 1. T. 
di Mmina. 

Indicudo coD X rattezza del aegmeoto considerato, l'altesiLa del cono inseviUo 
nell'altro segmento è 2r — x, ed il raggio della baae è Vj; (2c — x), perciò i rispet- 



D doveado eaaere —■=k, si tivrà 

oasìa, Unendo conto cb» l'altezza x non pnò superare il diametro, 
/ (-J) = (i + 1) (-f )'-(« + 81 -^ + 4i - 0, 
0<-^<2. 
Poiché k è per la natora del problema nu numero positivo, si ha 
/•I9) = 4i>0, f(21--2<0 
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Ciò posto, si confàderi una nebbia die cada con una velocità uniforme di 
cm. 1,15 al secondo. 

1°. Si domanda U diametro deUe goccie cho compongono la nebbia. 

3". Si dimostri che in questo movimento le goccie si scaldano, e si calcoli 
l'altezza da cui devono cadere perchè la goccia si scaldi di 0",!. 

Nota. — Si supporrà che tutto U calore prodotto aia impiegato a scaldare 
la goccia. 

(BMcaJ»iir«*to. Parigi, 1905.) 

Rlioluzionl Hoatftnzialmente eganli dei aigg. Piatti, I.T. P. di Vaine; Jodl B.I.T. 
dì Modena; Cimpattl, I. T. P. di Lueca. Altre risoluzioni con qualche svista nei 
Calcoli dei aigg. Urbani, R. I. T. di Aueona; Palotlo e Scvplnlch, R. I. T. di r«)t»ia. 



iìna. , 






» , IripHcart tt unta •■fKÌtaln; 

V B ogfftun^tru il nttmti-o ptHtalù r din il r^uUato. 
Agglungtiìdù S a qtHÈt'uUiito itnmtro, Im dltfint lià ittimtfo ekt rtMiilta rappreatntano it numtra 
ptDtola. (Darà la tpttffattim* di qmttìo glMOiOj ««« 

RlMlBllaK. 

Le «piegulone i diiU dili' identilÀ .1(3x— 1) + z + S=: lOr. 

Inviarono rUolnEJonl 1 prodotti (ìgS- Mtmcli, Aiarìianl, BalMl, Balvadara. Bm|I*I, Branli, Car- 
Inai, Om^ GnuHMtil. Dotta. Crlrthil, Do Bd, Fumato, Suirrìni. ■arwscl, ■oiitinrl, laccarati, Oruria, 
Pikxin. Podartl, Salmila, Bai lauro. Sono, Sooplnloh, TarraMal e Varoallin ed i aigg. A»atl, K. L. di 
SiHonfSi BoMtti e Farro. R. L. di Artuo; BiuD, I. T. P. di rai-tsi; CoHInl e RavakUl di Po>il; 
Caoar*. L. P. doli > Sodio <t> Coca; Cala I. di To,-l«e: Dalla lura e Priora, R 1. T. di £aW ; HaaMU 
R. L. di Cimili; Lattaiul. R. 1. T. di fVniro: laaif, L. P. di Daniodomtola. |Uni ri- 



SPIEGAZIONE DEL li<> GIUOCO A CONCORSO. 

Il gluoca proposto on 11 aeguente: , 



InTiiroflo rlaolunloni i algg. BalvadaH. R. I,. Qui 
R. I. T. di Toro» : Caaalaaoa » FlaokatU. R h. di C 
CaMiia; Ba BM. Paloala • Seo^alEli, R. 1. T. di Vnt 

La sola riaolniiono dal Big. 



Notiamo ebe una parto dell* oolationo |p«r i numori di S cifro) era BUta poatn noi Jom-><al 
Ht Malhémaligtia Mminlairn del VuiBIBT a nel ruc. 10 della XXIII annata (1898) fu pnbUlisaU 
una rìsolHiiono ìnaomplota. 

G. CL. 

RMBdOM dal alg. BalMdari. 

aia I il nomerò fonnato dalle °, S, 4 prime cifre del quadrato perfetto y> earrato di 4, a. B 
cifre. Dovrà eBaara : 

I. - Nel eaao di 4 cifre : lOOc + x ± I = f> = lOlz ± 1. 

IO. Da ^=101x+l. ai ha j = "^ ~ ^ ^ — "*" - !iif " '' 1 qnlndl 101 davo dividere il predotta 
(V+1)(V-1>. ed eaaaado nomerò primo, anebe y±1. 
potendo suaeiaCere l'inaquaiie'na lOln ^ 1 ^M, (beninteso, nella claeae dei n'unierl interi), da 

2». Da »a=101i-I = 10l(3;-l+l)-l=101(«-l) + 100. al hax-l = ^^^— ; donde («orna 
■opra) v ± 10 ==■ IDI» ad inllna y = lOlw T IO. Qaeat'eguaglianis ci di n < 100 aole per 



\ Da I001ar = »t + i = 7.nar, at ba 1481=^-^ 

e e*, i J ^ 7m : 1m ± 1 ! 1m ± a ; 7m ± .1, .«rà 
' ± 2 |S)(Jm) + 9l quindi ja iici,o pr.' J dà rltptl- 
... I. d. d.| danquo da lOOIj - ffl + l non al ba 

alcuna aalmiOM. 

2«. I>a»a-i = |001i = {ji + l)(^-l). al ba a = - '' ■ j''|'| -- "^ --! dovendo adunqna (»+l)(»-l) 
•aaere mottlplo di 7.11.13, BÒ poUndelo eiaers r-f 1 le'lie sarebbe tr>8W). tr ± 1 conUrrà ano 
del tre fattori 7: 11; 13 e ji ¥ 1 eonterrl gli altri. Dovrà cioè Maere: 

(^> y ± I ^ 7m e qnindl , T 1 = 1 1 . la», donde si ba » ^ 7»i T 1 = US ± 1 : 7m T 2 = !43>i. 
I43n diviae per 7 deve dare par reato 7 — 2 ^ S e 2, Oaservando pati «he 143 X 1; 2, 3. diviao par 7 
dà par reato 3. 3 + 3 = 8; a + 3-7==2... ocaia 8. «,2. 5, 1, t. 0. 3, 6..^ ai vada cbs può essere 

denaa; 2<>i<'7Ì'nstan dnnqne per n i Talort di 4 e 3, donde y = 4(U3; + 1; 3(143) -1^ osala 
In qnaato taao a) al hanno dn« aolniliinl: |^ = M3« = 328-re9! ut = 4K8" = 1B»-18(. 

B> •> f ± 1 = 11» e quindi «¥ 1 = 7.!3n: ed allora, con metodo analogo, ai trova l'aniea solu- 
«lono i^ = 7S7a = B28-52fl. 

ji = 84W = 7l5-71B. 

naote nel uao di 8 cifre, |r< = lOOOlir i^ I. 
= + 1 = ,.. ai ha « = ^ = iìi^^!;^», da .«i. «Il malodo naato «,pr. (Il, 2., o). 



a». Dm lOOOle- 1 = »»^ 10001 (i-l) + iJOO0.»lU»-l = -|-i3^- =- jg i3ì '''* 

il. eoo» upn il UOTB ^ = (lOOOl ~ 100^ :-- HOI' =: B80! X MOI. Par Tidare ■■ << uno iltn ioId- 
oDl. si appim il «Uto maUdo (HI. 1°: 11, ;.'». «/) ■ ai vede (be u n'ft bdIo un'iitn 
^ = MW ==. S242SÌ11 . 
Donqna I nninarl ilcliieitl dal problma'MH qneati otl«; 

BlSì; ISSlSii 32893«; 5S8SN: 71&T1S: 60»841M; «SOleSOl ; 8S43aM1. 
Osai BTi ZIO HI. — AmlogamaiiU al carni Ì.V, t IK. 2'. ■! pvi Cn^tre una aolallone g«nsrale 
ir ogni eaao di 4i> t\tn ; al aTrahba dai ^ -^ (10^ -f. i -. i(»t, oaalm yt sirabba il quadrato di ud 
- ■'"'-■''• ,, Buibliaro tatti ». Vaìtìmt 1. le altre uri ; in partimlu^ 



per ••=||| ai baimo i nnmtrl già tn vati I*' 



GIUOGI^ PH-OPOSTI. 

!3<m. TrvTira on nauan di tra dffa Mia alia ii aamm* d*i n«dnU daha ci 
ala «gDale ai numen rormato dalU prima e, dall'ultima. 8. Ca- 

«40<S. Ud indlTldua comprb un ceiUj Dama 
vendette le rimanenU a metta lira l'una plh di elb 
I lira. Si domanda quanta aglomba aveva NiBipcrat 

ìSt%T. In quanti modi ai peaaona ditporce n 

*£«%t^. In quanti modi paaaono diapunl circo 
un'altra, ponendo la condicione cbe non dabb^no eaae: 

In particola]'*: In quanti modi potraano diaporai 
atara ucaoto due individui d'agoal aeau? 

ÌSti&. In quanti nodi » elementi ai pMaono 

mano due a due a'd eceailona di uno che Bt« nel m 



•mbepar 
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L.351 m< 
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endlU guadagni. 

G. Coar*. 
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MATEMATICA RICREATIVA. 

P«r tutta eli eh* rignirda qiwita Tnbrin. liTolgenl mi ndattan 

Dott. pr(^. Olnllo Cardofl^Lafnes, a ScTona, Via Luigi Corni, Vitto Garroni. 



SPIEGAZIONE DEI GIUOCHI 2S0, 253, 254, 255 a 256 



■Dpposii IntMi). Si dovrà «vera 



Folta 

« = ■+1.1 ì,= m~n 
riaolU 

«• + «i = t». 

Or* !• »taEloni int<n di qoest'sqnulona Hno dal*, «on' i Doto, i 

™ = S,,, • = jr«-^, . = »• + »•, 

,n«J 

Quindi 1 DDmtrì ridiIaMl n 

*> + k' ' a^ + s' 

Cmì par •■. par z = S. )r= 1 ai hn la eoppia d[ numari —, — ; 

■ "-■ l-ir-- 

iDTlirono rieolaiioDl di guasto gÌiiD<M> i alsji. Brairta, Oaniutt e Oli*. H. L T. di TurloB-, 
DasJaaw. K. L. di Cunio; CiHllo, LMWoal e ■araool. R. I. T. e Mkml. K. L. di Jwma; Da Bai. 
Pahialo « BoarInMi. R. I. T. di K>h«>s; BnaM iiSoma; aig.- loataiari. R. L. di Samna: làaca- 
raU, R. L. di StifOtaiD ; Su laira, B. I. T. di Bari, lo neaaana dri lavori Instati il giaon È utato 
rlaolta asattamanta. 

C. CiaiienLiKi. 

SS3. iHmttttrmrt cAi n pméMio il Inni I niiiKtri rifila la^atiliagoHca (MUB /Ir» a lao i 
m nirraarD di »> tifi-; la 9f dtlU quali (a paillri da tixittra) ) e. 

C. CiaManLiHi. 

iDdicando aon P il prodotta dai primi IO numeri, Il prodotto di tatti 1 mmari dalla tatols 
pltagcrica i 

P,(2«P).(3»,P).,.(10'».P) = P». 

Ora 

P = SBBSa00i iog».P = «t56...i 
log» li*») = 20X fl^ . .. ■= 131. ... 



iDTiaroDo riaolniionl 1 al^ii. Abati e iMMraH. K.L. Al BefcMo; Mbraaila. Dalla Hara. OartiM. 
Mardlaa. Priora, Sai Mara. Cariaocla CrhMai. H.l.t.Ai Bari; Balvadm. R. I. T. di Hwlasi BOMttl. 
R. L. di A^iob; Bouinl, Braata, CariMaaW. Catta 0.. Cm«> L. K. I. T. di Tei-lxt: Cara, FoTMta. Sa- 
laala e Boato, L. P. lìl Caterta; CallM di Forlì; Da Bai. R. I. T. di rrariia; riadMlU a ■arcuai*, 
B. L. di Caruo; Saarrlal e PodatU, R. L. di l-uaie. 



FRAZIONI ED EQUAZIONI IRRAZIONALI 



Risolvendo un'equazione letterale possiamo conatatave il fatto 
segue nt-e : 

Se l'equazione è iirazionale le radici che si trovano con un metodo 
qualsiasi non soddisfano sempre l'equazione proposta, ed è quindi 
necessaria la discussione per trovare le relazioni fra i termini noti 
accioccliè le radici trovate la rendano identica. 

Bellissimi esempi abbiamo nel lavoro del Ch."" prof. A. Bassi, 
^ Equazione e sistemi irrazionali ridnoibili ai primi due gradi , Sup- 
plemmto, Anno VII, Fase. Ili, IV e V. 

Se l'equazione è invece razionale, le radici la soddisfano sempre 
qualunque siano i valori assegnati ai coefficienti. 

Potremo enunciare pure il teorema inverso: Se si vuole determi- 
nare un'equazione che venga soddisfatta sempre e solamente dai valori 
Zi = a, Xt ^ b, Xi ^ e, . . . per giialsiasi valore di a, b, e, . . . l'equazione 
domandata dovrà essere razionale. 

Detta Va la radice emmesìma aritmetica del numero a, la radice 
m-esima algebrica avrà m valori 

nià, r,i^, r,Vo,...r„V« 

dove n , r», r,,...rm sono le differenti radici dell'unità (VT). 
Essendo data l'equazione 

«I fc + e. fc + E. Và7+ . . . = 

dove ai, Ot, a»... sono funzioni di x, immaginiamo di sostituire in 
essa a ciascun radiente aritmetico i corrispondenti radicali algebrici, 
otterremo mnp... equazioni possibili. 

Le radici Xi, Xt, xt... che si ricavano con un metodo qualsiasi 
potranno o meno soddisfare l'equazione aritmetica proposta, ma do- 
vranno soddisfare certo qualcuna delle equazioni da essa ricavate 
nel modo indicato. 

Moltiplicando fra di loro tutte le equazioni cosi ricavate, si ottiene 
una nuova equazione la quale dovrà essere soddisfatta sempre ed 
esclusivamente dalle radici xi , xt, x,,... quindi in forza del teo- 
rema enunciato dovrà essere razionale. Si ha dunque il 

Teorkka. — Il prodotto delle espressioni che si ottengono combinando 
in tutti i modi possibili i valori particolari algebrici di una somma di 
radicali, è razionale. 

Questo teorema generale è suscettibile di semplificazione per il 
caso particolare che tutti gl'indici dei radicali siano uguali. Per es. 



SUPPLEMENTO AL PEBIOBICO DI MATEMATICA. 
Esempio. — Sia data l'equazione 

I >^T7+V^T2-V^ = o, 

posto ^x-ì-7^ y da cui x = y^ — 7 si ha 

II y_j_ l'azza _y^zr7"=o 



SnPPLEHENTO AL PERIODICO DI HATEUATICA. 



BISOLmiOE DEUi 61' gUISTIOE A COHCOBSO 



Risolvere U sittema d'equaaoni 

v^+yi^= d. 

Appucaziohb: a = 6, 6 = 1, c=~10, d = 275. 

0. Candido. 

Si sono ricevute venticinque risposte, dì queste, tre solamente 
complete (De Bel, Persili e TerMllin), una quarta (I)e Aloysio) 
manca dell'applicazione perchè ritenuta laboriosa e senza interesse. 
Delle prime tre abbiamo trovata la migliore quella del sig. Vercelìin, 
ma essendo questo fuori concorso, il premio sarà sorteggiato fra Ì 
sigg. DE BEI e FERELLI nel modo seguente. Assegnato al primo 
i numeri dall'I al 45 ed al secondo i numeri da 46 a 90, sarà vin- 
citore del concorso colui che avrà il 1° estratto, nell'estrazione del 
R. Lotto di Soma del 21 luglio 1906. 

Le altre ventuno vanno classificate come segue: Belvedere e Perez, 
R. L T. di Messina ; Bertoglìo, Cernnselii e Mosca, R. L T. di Torino ; 
Bifano, R. L. di Benevento; Boi^nzonl e Grazlani, R. 1. T. di Bolagnai 
Cmgnola, PomÌDi e Semenza, R. I. T. di Milano; Legnani, R. L. di 
Pesaro; Lotti, R. L. Foscarini, Marzocchi e Tacchi, R. I. T. di Ve- 
nezia; Haraziti, R. I. T. di t^acetiza; Marranghello e Signorini, 
R. L. di Arezzo; Mattioli, L T. P. di Treviso; Santarella, L. P. di 
Bitonto; Tonali, R. I. T. di Pavia. 

G. Candido. 



RIwiHilona. 

Essendo 

posto _ 

V^+Vy = «; V^ = v, (1) 

il sUt«ma proposto diviene 

/ bu + y^ + r. = (2> 

\u*~buv{u*—v) = d. (8> 

Dalla (2) si ricava 

^_ -V^±Va-4te . ui\ _ a~ 2fcc± ja {a - 46 c ) 

*""■ 26 ' Ut] 2fc' 

La (3) può scriverBÌ 

Suo' — Bw'i; + u* — d = 0, 
da cui, ritenendo u come noto, 

_ 5it' ± ^bu (tf' + 4dl ... 
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BISOLOZIOm DEUE PSTIONI 
113-2S-36-31-39-13-tó-tó-46-4M9-S0-!i2-!i4-56-5!-!i!-59 E 180 



713* SìaTio a,, Mb, M, i punti medt dei lati di un triangolo ABC (abo); 
•n conduca da U. la ^)-pendicólare e' a CA, da Mb la perpendicolare a' ad AB 
e da 'ÌS.B la perpendicolare b' a BC ; se è 

A' = (6', e'), B' = (e", rf), C s (rf, 6') , 

indicando con A e A' rispe^'cantente le aree dei due triangoli ABC ed A3'C, 
Vi Aa 

fri . i . A' = (a» + 6' + e')*. 

G. Cabdobo-Laynbs. 
Riaoluzioni. 
I triangoli ABC, A'B'C sono evidentemente simili, poicbò 



A' = C, 



= A'Mt + McC = M»Mc coaec A' + MJdb ctn C - 



Allora dalla (1) ai ha immediatamente 

64 4 . A' = (o> + S' + e')'. e. V. d. 

Mti-e riaoluihni dei aigg. Brenta, Cernutohi, Cotta 6. e Motca, R. I. T, di To- 
rino ; Cirillo, Maraccl e Urbani, R. I. T. di Ancona ; Cutore e U Spina, R. L T. di 
Catania ; De Caitro, R. L. Beccaria dì Milano ; 0« Bel, R. I, T. di Venezia ; fn- 
wiglia e Jod), R. i. T. di Modena. 

(G. C.-L.) 

T25« È dato un triangolo ABC, rettangolo in A, avente per aiuoli B = Jit, 
C = + it, e per altezza AH = h. 

Si domanda di determinare impunto P itul lato AB ed uno Q .*ui lato AC 
in maniera che le rette HP e HQ facciano con HA due angoli egìiali, ed inoltre 
sia verificata la relazione 

HP ^ HQ II 



Si prenderà per incognita x = AHP — AHQ, e ai discuterà tenendo conto 
che i punti F, Q devono essere sui lati del triangolo e non sui loro prolunga- 
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730» Esseìtdo r, r' due rette ortogonali concorrenti in un punto e P, Q 
due punti di r equidistanti da e F, Q due punti della i' equidistanti da O 
trovare un punto M del piano tate che la somma delle dvttame da F e Q sia 
eguale ad una iungheaa 2e. e la somma delle distanze da P", Q" sia eguale ad 
una lunghezza 2a. 

E. 

RI(oiuzl«n« del eig. L« Spina, R. I. T. di Catania. 

Poato OP = OQ = e o OF = OQ' = e', prendendo per incognite le distanze a; 
e y del punto M dagli assi, ai hanno evidentemente le equazioni 



Vy' + (e - J^)' + V^ y' + (r + a:)' = 2o 
V«* + (e - y)' + y«« + (e + y)' = la 
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che è soddisfatta quando si» 

6(6'+ b — y^t' + l) ^ «' i^ 6' (6 + 1 +y46'+l), 

che SODO le condizioni richieste. Al limite di einiatra va soatituito 0, quando sia 
6'<C2, perchè in tal caso esao iJsulterebbs negativo, e basta che sia a'^0. 

Si limitarano alla risoluzione dell'equazione i sigg. Baiti, R. L. Beccaria di 
Milano; Br«nla, Bongini, Carnuschl, Coita Q., R. I. T. e Coita J. A., I. T. privato di 
Torino; Caialaico, Ghiaia e Marehiilo, R. L. di Cuneo; Cutore, 1. T. di Catania; 
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=8, siha^Sp=8(3+2l'2") I-f^i^^J : lim^^ S^ì _ =S(3+2l'2')i 
=10.. . =S(5+2yr)[l-(^[J; , =S(5+2V6-}. 

i somme precedenti posaono essere espresse tutte ìa funzione ài R, osser- 



o in funziona di l (lato di F) oBserrando che 

S = in.I»eot6 — . 

Inviarano risoluzioni i sigg. BMaltl, R. L. di Arezzo ; Bonglnt, Brenta, Cernuschl, 
Coda A., Coita G., Levi e Mosca. R. I. T. e Ternclnl, R. L. Cavour di Tuiino; 
Campetti, I. T. P. dì Lucca; Caiafatco. Clilsia e Marchisio. R. L. di Cunto; Cutore 
e La Spina, R. L T. di Caiania ; De Castro e Valagutsa, R. L. Beccaria di Maano ; 
Jodl, R. 1. T. di Modena ; Macchi. I. T. F. di Vafe$( ; Haracci o Urbani, R. I. T. 
di Atteona ; Peloslo e Scoplniclt, R. I. T. di Venuta. . 

I riaolatari non linnno tutti nollo stesso modo interpretato l'enuncisto delia 
questione. Alcuni poclii (Pelosio, Scopiiiiufa e Terracini) hanno trovato la somma 
delle aree di Pg , Pj , . . . Pp , e il limite per p crescente all'infinito ; i pili hanno 
invece trovato la somma dello aree di P, Pi , Pi ... . Fp-i ; un altro infine (Cutore) 
ha trovato la somma di P, Pi , Pi , . . . Pp. Crediamo clie la prima interpretazione 
aia quella giusta. 

Alcuni alunni hanno espresso la somma richiesta e il suo limite in funzione 
dell'area S di P (oltreché del numero >i dei suoi lati) ; altri in funzione del raggio R; 
altri in funzione del lato j di P ; qualcuno (Campetti) in fun>;io[ie di troppi ele- 
menti (lato, apotema, angolo e numero dei lati di P). Per queste ragioni i risul- 
tati presentati dai risohiiori hanuo forme assai diverse. 

I sigg. Levi. Brenta e Ceriiuschi hanno travato soltanto il limite della somma, 
ma non hanno trovato l'espressione della somma stessa per i primi y poligoni. 

Nei lavori dei aigg. Brenta, Campetti, Jodi, Maracoi, Marchisio, Levi, Pelosio, 
Scopinich, Cutore, Urbani e Terracini si trovano espressioni suscettibili di notS' 
voli riduzioni; ad es. frazioni con denominatori irrazionali che potevano essere 
trasformate in altre con denominatori razionali. 

Alcuni errori di calcalo, o d'altra natura, si riscontrano nei lavori dei sigg. De 
Castro, Levi, La Spina, Cutore, Chiesa, Casalasco, Terracini, Pelosio e Scopinich. 

Paissando ài casi particolari, quasi tutti i risolutori (tranne Terracini, Pelosio 
e Scopinich) hanno trovato le espressioni del limite della somma delle aree; ma 
non 1» somma delle aree stesse per i primi p poligoni. 

I casi particolari non sono stati completamente considerati dai sigg. Casalasco, 
Chiesa e Cutore. 

II sig. Bonetti ha risoluto II problema non in generale, ma soltanto nei due 
casi particolari »i=^3, n — 4:. 

l! sig. Macchi presenta una risoluzione del tutto sbagliata ; In ossa, tra altri 
errori, si trova questo : le aree dei poligoni regolari dello »tes$o numert) ili lati 
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2. Discutere le formale trovate, stabilendo in guali casi Ai , B| , Ci t 
linea retta. 

3. Considerare alcuni casi particolari. 

R. Tbbcilui 
Risoluzione. 

Il Sia D il ponto d'incoDtro di ABi, BCi; ai ha 
ABBiC = i ABi . BCi MD D , 
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Ciò posto, è facile vedere quanto segue : 
a) Se 2 ctn» A > 5. 

12 + Va 



«<P>o 

é Si=S[4 — 3cost|. — aen?IctnA], 



9 + (S ctn A)» 
V2 — f^_ 



~-% + ilctnA)' 

, ig + Va 



9 + (S ctn kf 

12 — l'i" 
1 o coaip — 



per ^ . T i- "u -. ^_ _ B^ _ c_ ^^^ allineati. 



9 + (1 ctn A)' 
t; Se è Sctn*A=S, ai ha 

S, = S (4 — 3eos » — VT'aen t) . 
In questo caso se cas:p = f. Ai , Bi , Ci sono in linea retta. 
e) Se 6 Ictn'A<5, si ba 

g, =S(4 — Scoscp — sen^SetnA), 
ed i punti Ai , Bi , Ci non possono risultare in linea retta. 

S> Casi particolari. — Qualunque sia il triangolo ABC, per t •= 45". sì ha 
± Si = S [4 - i V2'(3 + Z ctn A)] , (5) 

S. = S [4 + i Ì2{Z ctn A - 3)] . (5)' 

Per V = 60', BÌ ha 

± Si = * S (5 — VFS ctn A) , (6) 

S, = iS(5 + vTSetnA). {«)' 

Per 9 = 90', si ha 

± S, = 8 (4 — 2 ctn A) ; (7} S, = S (4 + S ctn A) . (T( 

Per 7 = 2r, si ha 

Si = S, = 7S . (8> 
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Si RTi'à l'ali in esmento quando 

sen 2C = 1 l's". (13| 

Se poi è 7 ^= 1 n, si ha 

±St = ^{ibc- a') : S, = i {ibc + a') , (U) 

e si Ila l'allineamento quando C = 15°. 

I risolutori furono tie soltanto. 11 sig. De Bel, R. 1. T. di Vtnttia, giunge 
rapidamente alle formolo 

S, = SJl + 2s«nHp^S SODA J-^'"^ ee,.Ase..B .enC }' 



senAsenBsenC 



~-2aeni?ri- 



ch'egli non cerca di semplificare, cosa indispensabile per In discussione; egli 
infatti la tralascia, e solo accenna alla condiziona percbè Ai , Bi , Cg siano in 
linea retta. Considera tre casi particolari, e, nel secondo di qnesti, in luogo della 
(11) trova S. = S (1 + 2 \T+- 3 V^). Le risoluzioni dei eig^. Pelosio e Scopinlch, 
R. I. T. di Venezia, sono pressoché eguali. Il procedimento da essi seguito è molto 
laborioso, e li induce ad errori di segno e, quindi, a risultati iian esatti. Trala- 
sciano la discussione; dicono che sarebbero in grado di esprimere <p, in funzione 
dì A, B, C nel esso che Ai , Bi , Ci fossero allineate, ma, t/ttndo ciò un calcolo 
laboìioio, credono inutile riportarlo. 

R. Vbbcillin. 

™44. Trovare quattro numeri in proporsione, conoscendone la somma, 
la somma dei quadrati e quella dei cubi. 

R. Vei 



Posto, 
le (3). (4) p 



i numeri da determinare, «g , <ii , m rispefttTamente, le somme 

xy = zìi (1( 

* + !' + * + >' = ■'. (2) 

a:' + y» + «' + 1(' = oi (3) 

*' + *' + ** + «' = "». (4) 



I- (o, - [!)' - ZXv — Sì. (ai ~\i) = 



X 


2a, H 


Ol' - 


-Ha, 


-, 






6«i 






Sa, 


±V3«, 


a,'~ 


6a,a 


+ 


Vai) 
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Ora, per le poaìzìoni fatte abbiamo 

a-ì „ H ± Vti'- 4A _ n ± Va, - I.., - mV 
Vf 2 2 • 



«/ 2 2 

Quindi, ricorrendo alla (5), Rvremo le aoloiioni 



ari 8a,'±V3n.('<.'-6«,«,+8«,)±V6ni| 


[-2a,'+9ai 


ai-tn,±n,V3B.(<.,'-6a,n,+8«,ll 


y/- 


12ni 




«1 3«,*TV3<.,(u,'-6..,o,+8a,)±V6«, 


[-2«,'+9o, 


nt-4n>T(iiV3'nl<'i'-6'>i''»-l-«''ill 



12a, 
,01,01 positivi, eoDdiiioDe per la 



Inoltre ___^_^__„„___ 

— 2ni> + 9<n<u — 4oi > fli Vaoi (oi'— 6aiOt + 8oi) ; 

■ffiiicbè il 1° membro di questa sia, come il 2", positivo, dev'essere 

^ 2(0,' + 2o,) . ,,, 

"'> — 9;^^' '^^ 

allora è lecita elevare a quadrato senza mutar senso, e si trae 

81o,'n,>— 18(01* + 4<iiaiJ 01 + o.' — Sm'ni + 16a.':^0, 
che, col solito metodo sì trova che è soddisfatta per 

Delle (t), la seconda è io compati bile con la (^) ; se 16aa:^iii', la P è assor- 
bita dalla prima delle (yI; altrimenti succede il contraria. 

Mandarono risoluzioni analoghe a quella riportata i sigg. Bonginl, Brenta, Cer- 
muchl, Costa e Motca, R. I. T. di Torino^ Casalatco, Chiesa e Marchisio, R. L. di 
Cuneo; Cara, Formato e Salonla, L. P. di Castità; Cutore e La Spina, R. I. T. di Ca- 
tania; Da Bai, R. L T. di Vtìxexia; Jodl, B. 1. T. di Modena; Macchi e Magnani, 
B. 1. T. di Varti-e. 

1 sigg. Bongini, Costa e Mosca cercano le condizioni di realtà; aolamente la 
discussione dell'altimo è completa, ma contiene alcune mende. 11 sig. La Spina 
trova molto bene le condizioni di positività, ma non s'occupa della realtà. Oltre 
a queste, sono buone le soliuionì dei sigg. Brenta, Cernuschi, De Bei, -lodi e Ma- 
gnani. 

AlfrA ri!uiìii«inni invinranr. i Bias. CsilBldi n Chiartuil R I T di Fiienxt: 
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"740. Dimostrare ndetOOd 



ia-bi{a-c){d-d)^{b-a)ib-c}ib-~d)^(c~a){c-b){c~dì^ 



C. Ci 



^ (d - a){a - b){d - e) " 
e gcneralàxare la qui*tù>ne. 
RiMiluziona. 
RiducflDdo le frazioni allo stesaa denominatore 

D = (n - J)l<. — t)(a - d)ib — eHb — d){e ~ d) 
e sommaniiole, ti ha per QDinaratore 

N = n* (fc _ e)(6 _ rf|(c _ rf) — 6< (a _ c){a — d)ic — d) + 

+ e'la- h)[a ~ d)(6 _ d) _ i« {« - *)(" - c){b - e) 

che ei annulla por 11 = 6; a — e; a — d; b — c; h = d; e 
bile per D. Detto Q il quoto, siccome N e D aono polinoin 
riapettivameete di 7* e 6° gradu, ai faa 

<Ì^K{a+b-i:.e + d) 

eeaendo K un coeffleieute numerico. Ma in N e in D i termini di grado maaaimo 
rispetto ad a sano riapettìvameote 

o' (b - cìib — dìie -d): a'(b- c){b - d)lc - d) 

perciò E = 1. L'identità è cobi dimostrata. 

In modo analogo ai dimostra piìi generalmente che 



(m —asìiax — iit)...(oi — On) (o* — ni)(o» — ni)...(o. — o„) 

. . ■ + ; r. ^ ; : = Ol + Ci + . . . + O» . 

(a» — oiì(o. — a.) . . . (w. — 0,-1) 

Risoluzioni conformi alla precedente furono inviate dai aigg. Maraocl, R. I. T. 
di Aneona e Pieri, R. L. di FMoia; ma il Maraccì n«D generalizzò la quistione, 

Altre risolnzioni inviarono i sigg. Bongin), Brenta, GemuichI, Coita Q. e Hoica, 
R. L T. di Torino ; Culora e La Spina, E. J. T. di Catania ; De Bai, Peloii« e Sco- 
plnlch, R. I. T. di Ventzia ; Jodl, R. I. T. di Modena ■ Marchltla, R. L. di CuHéO. 

I sigg. La Spina e Mosca omiaero, i eigg. Brenta e Cernuscht errarono U 
generalizzazione. 

C. ClAHBBRLIHt. 
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ri'isponde jl minimo di (z + y), che, com'è noto, è dat» 



da cui si trae nnehe che al minimo di » uorrisponde il minimo di Z. Il segmento 
richiesto b dunque la baae del triangolo isoscele di cui l'angolo al vertice è A, 
dei lati eguali è 



= /.ix-/|. 



cioè è medio proponi anni e tra b e -^ e. 
2* RiHluilone. 
Indicando con a, ? gli angoli che il segmento richiesto t forma coi lati di Z, 

da cui ^ ^ 

, Ssen"?' aSsen'Z 



sen « sen % eoa {» - p) - cob (» + P) ' 
da cui si vede cho s faa il valor minimo quando a = p, cioè quando x^y; ecc. 
8* Rlioiuzione (indipendente dalla trigonometrìa). 
Se A è l'altezia del triangolo {,x, y, z) corrispondente al lato x, ai ha 
r' = i' + y' ± 2 V« V* — *'*• = (* + »)'- 2 *y ± 2 UY - fc'a^' ■ 

Ora, poiché il rapporto di due triangoli che hanno un angolo comune è eguale 
al rapporto dei prodotti dei lati che comprendono quest'angolo, si ha 

xy = eost,' . 
Ma anche 

A* = S = cost.»: 

perciò il minimo di z si ha quando [x ■\- y) è minimo, cioè per x =i y; ock. 

Altr4 rUoluziont furono inviate dai eigg. Bonglnl, Brenta, Cernutchi e Costa G.. 
R. 1. T. dì Torino; Boielli. R- L. Visconti a Dal fle. Coli. Milit. discinta; Gulara 
e U Spina, R. 1. T. di Ciiania; De Bai, Peloiio e Scopinich, R. I. T. di Vtnuia; 
Fondi, R. L. di Pistoia ; Ghs, K. I. T. di Firtmi ; lodi, R. 1. T. Modtna ; Miracci, 
R. I. T. di Ancona ; Perai, R. I. T. di Mtttina ; Tadatchi, R. 1. T. di Soma. 

I aigg. Fondi, Malacci, Perez e Boselli hanno ben trattata la quistione, tro- 
vando l'eapreasione del segmento minimo, e indicandone la costruzione, dopo aver 
osservato che esso va inserito nel minimo angolo del triangolo dato. 

I sigg. Brenta, Bongini, Costa, Cernnschi, Ghe, Dal Re, Jodi, Cutore, La Spina 
e Tedeschi non hanno detto in quale angolo va inserito il segmento richiesto, 
affinchè esso risulti il minimo. 

lutine i sigg. De Bei, Pelosio e Scopinich, mentre hanno trovato l'espreasione 
esatta del valore del segmento minimo, non ne hanno ricavata la coatmEÌone ri- 
chiesta, e neppure hanno fatto la necessaria osservazione relativa all'angolo in 
cui deve essere inserito. 

C. ClAMBBKLtltl. 
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749> Dimostrare che se 

e k, m sono numeri interi, si ha 

t.n ^ + Un ^ + tuo ^ = Un ^ . tao ^ . t»n ^ . 

E.-N. Basisi EH. 
dei sjgg. Bonglnl e Kotca, K. L T. di Torino. 



i+ì 



e quindi 



a p«r la aoliU formula 



1 — tftD —i— Un —i— 

k k 

da cui, eopprimeDdo 11 denominatore e trasporUndo, 

Un -j~ + Un -rr- + tan -V- = tan -^ . Un -^ . tan — . 

Eguale a questa è la Tiaaluzione inviata dai sigg. Culor« e La Spina, B. I. T. 
di Catania : Maraccl, R. I. T. di Ancona ; Pataiiani, R. L. di Como ; lUrchitlo, B. L. 
di Cunto ; De Caitro, R. L. di Milano ; Peioilo, Scoplnlch. Da Bel e GarbeioUo, R. I. T. 
di Ventzia. Le altre rieoluzloiii giunte, e che eono del eigg. Nicciratf, R. L. di 
Bmevento; Armerunte e Salonla, B. L. di Cauila; Chleia e Caialaico, B. L. di Canto; 
lodi, B. I. T. di Modena ; Campetti, R. 1. T. di Lucca; Catlaldl. R. I. T. dì Fii-*mt; 
Perez, R. I. T. di Mutino ; Coita, Brantl a Cernuichl, R. 1. T. di Torino, sodo pur 
esae buone, ma mena concise, giacché 1 loro autori ricorrono ad alcuna conside* 
razioni Balla asconda identità che sono auperfiue in una quiatione tanto semplice 
ed eie me n Ut e. 

C. Ai, ASIA. 

T50» Sisolvere U gintema 

Un X + Un 3y =: 2 / ' 



. Pbbci. 



I' Risoluzione, dei si^g. Maracci, B. I. T. di Ancona e Peruzzi, I. T. P. 
di Ravenna. 
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ma, per la (1), ' 

eoa (i + 3j,) = , 

dunque il BJatemt proposto è equivalente all'altro 

.er(« + 8v) = n 

Di qui li ha immediatamente 

« + 3y = 860*ii +90, (8) 

X - 3y = 360" h ; <*) 

e quindi 

:r-180»(t, +i.)+45'ì 
, = 60° (il-*,! + 15°/- ^'" 

Qneeto procedimento fn seguito &Dche 

dal aig. Mosca, R. I.T. di Tbrttto, il qnale dalla (3) e dalla (4) dediisse 
la Bolnzione 

j, = 60't + 15''/' '^"f 

che non è generale, perchè fri deduce dalla (5), supponendo A::t=:0; 

dai sìgg. Casalasco, Chiesa, Marchisio, R. L. di Cuneo e Tedeschi, R. I. T. 
di Roma, i qnali, avendo assunto k, ^ Ar, nella (3) e nella (4), invoco 
della seconda delle (5) trovarono solo la soluzione particolarisalma 

y = 16* ; 

dai sigft. Cera, Formato e Salonia, L. P. di Cfuerta, i quali però, giunti 
alle (5) le trasformarono nelle altre 

a: = 180» m + 46° 1 
y = 60°«+16°/' ^'> 

che SODO equivalenti alle stesse (6) solo se si pone la condizione che m 
ed n abbiano la stessa parità ; infatti, ponendo per es., tn^-\-l ed 7i=0 
esse non soddisfano ; 

dal sig. Armenante, L. P. di Caserta, il qnale però, ginnto alla (3} o 
alla (4) e senza passare per le (^6), ne dedusse le (7), che, come s' è detto 
ora, non sono equivalenti alle (6) ; 

dal sig. Bianchi, R. I. T. di Livorno, il quale sbagliò nel risolvere la 
seconda delle (2), che invece di dedurne la (4), ne dedusse l'altra 

a; — Si/=180°fc,. 

2* Ritoluzione, del sig. De Bei, R. I. T. di Venesia, alquanto semplificata. 

QiuDti alla (1) e dedottane la (S), ai sostituisca il valore dì 3y, che da questa 
si ricava, nella prima equazione del sistema; si ba eoa) l'equazione 

■en 2x = 1 , (8) 

da cai 

a! = 180'*i +45°. (9) 

Quindi, sostituendo nella (S) stessa, 

, = flO°(2ii-i,) + 15<'; (10) 

e queste due coincidono evidentemente colle (5). 
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Questo procedimento fu seguito anche 

dai Bigg. Cutore R. I. T. di Catania; Valeri, K. L. di Milano; Cotta e 
Cernuschi B. I. T. di Torino, i qnalì trovaiio la (10) sotto la forma 

y = &yk, + 15° ; 

quindi la loro soluzione ha lo stesso difetto di quella del sìg. Hoeca; 

dal Big. Ghò, R. I. T. di Firenze, il quale dalla (1) e dalla (8) dedusse 
le Bolozioni non generali 

a; + 3y = 36a»h + (— 1)" 90" 
ar = 360"A + (— 1)" 46», 
6 da queete poi dedusse l'altra meno generale ancora, 
y = 360» A + (— Vf 15" ; 

dai sigg. Jodt, R. I. T. di Modena; Garbalollo, R. I. T. di Venezia, ì 
quali dettero solo la soluzione particolarÌ88Ìma 

x = 45'», i/ = 15*; 

dai sigg. Peloaio e Scopinich, R. I. T. di Venezia, i quali, dopo aver 
trovata la soluzione particolarissima oi^ accennata, credettero di poterne 
dedurre per soluzione generale 

£C = 180° A + 46° 
y=180°fc4-16''; 

dal Big. Patellani, R. L. di Como, il quale dalla stessa soluzione par- 
ticolarissima dedusse invece per soluzione generale 

a; = 360" fc + 46" 
y = 360» k + 1&°. 
Altre risoluzioni: 

Il sig. Bongini, R. I. T. di Torino, giunto alla (1) e ricavatane la (3), 
ne dedusse 

tan 3j/ 1^ ctn x, 

onde la seconda equazione del sistema diventò 

tan' X — 2 tan ce -f- 1 ^ 0, 
da cui 

ar = 180%- 4- 45°. 

Ma poi da questa e dalla (3), invece di dedurne la (10), dedusse 
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da cui per mezzo della prima delle (13), erroneamente dedusse 

coB X ^ , ■ -. .. =: (ak) ; 

V2±y-2 

e qai sì fermò. Il eao procedimento è quindi laborioso, ì 

errato; e se anche fosse completato e corretto, condurrebbe sempre a delle 

soluzioni estranee. 

Concludendo fra trentuno lettori, che hanno mandato la soluzione del 
facilissimo sistema proposto, soltanto i sigg. De Bei, Maracci e Peruzzi 
seppero giungere a an risultato esatto e generale. 

G. Pesci. 

Tr 5«» Un blocco di vetro ha la forma di un prisma retto a base quadrata. 
Numeriamo le faccie laterali connecutivp con 1, 2, 3, 4. Un fascio sottilissimo 
di luce bianca, situalo in un piano perpendicolare all'asse del prisma, e for- 
malo di raggi paralleli cade obliquamente sulla faccia 1 si riflette sulla faccia 2 
adiacente, ed esce per la faccia 3 parallela ad 1. 

1*. Dimostrare che i fasci colorati convergenti sono paraUeU e dire in guai 
ordine si succedono i colon per un osservatore che si sposti normalmente alla 
facóa 3 /^lontanandosi da essa. 

2°. I fasci convergenti sono ricevuti sopra una knte acromatica avente Vaaae 
parallelo a questi raggi. Al di lù della lente si colloca uno scheìtno. In qual 
ordine si succederanno i colori sullo schermo, secondo che questo sarà ptù o 
meno vicino alla lente che il .mo fuoco principale .' Che cosa si vedrà quando 
lo schermo sarà esattamente nel fuoco .* 

(Bsculsurutii eliHifw in lattare ■ mittmaUche. Firigl. Luglio 1«0S.) 
Rltoluzione del eig. Ctmpeltl, I. T. P. di Lucca. 

11 fascio sottilissimo di luce bianca incontri In faccia 1 in A secondo un angolo i 
di ineidenza; nel rifrangersi la luca verrh dispersa; fi sin l'angolo rifratta dal 
rosso, l'T quello del violetta; deve essere >-, !>''7; siano R, V ì punti in cui i 
due raggi dei colori suddetti ìncontrsno In raccia 2 e siano fi =^ i-'i , i'? = >''i i 
rispettivi loro angoli di incidenza e di riflessione; cbiamiaino infine R', V i punti 
d'incontro del rnggio rosso e del rnggio vialetto con ia faccin 3, incontro secondo 
gli angoli r"i = >i , i"j = i-; di incidenza e perciò secondo gli nngoli ("i — i e 
i"t = i di emergenza; i rnggi escono dunque pstnlleli. Si può veder ciò anche nel 
modo seguente: Se ai prolungnno le rette R'K, V'V, esse si incontrano in un 
punto A' del prolungamento della faccia 1, simmetrico di A rispetto olla faccia 2; 
in questo punto, nel quale è l'immagine virtuale di A, possiamo iatendere che 
un raggio incidente incontri la faccia I con un angolo uguale, ma di rotazione 
contraria a i; onde il jirismn si comporta come una lastra a faccie piane e 
parallele: i raggi di emergenza rosso e violetto, e similmente quelli compresi, 
escono dunoue fra loro paralleli e l'aneoU i"i ^ i"? è uKuale e di rotazione con- 
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Affiochi Ik rifleuioDfl totale pon* avraoire, è oeceMitio danqn« cbe il raggi* 
rosso faccia, iocontraudo la faccia 2, an angolo di jacideoH l'i tale chi ai abbia 

<-.>B,. 
Allora, poiché 

f, > i*. , 
si arrk 

e a maggior ragione 

i,>b,. 

S« tali condizioni sono soddisrstU, la liflessione totale avviene pei tntti i raggi 
colorati incidenti sulla faccia 2. 
Dalla relazione 

«'i > 6i , si ha eoa l'i < eoa 6i 



sen ■' <; Hi eoa 6| , 



candÌEÌone alla quale deve soddisfare l'angolo d'incideDia, affinchè possa poi avve- 
nire la riflessione talale sulla 2* faccia. Evidentemente un osservatore cbe si sposti 
normalmente alla faccia S, ailontanHodosi da essa, incontra tutti i colori dello 
spettro, a partire dal rosso lino al violetto, e se si ricevono questi raggi su uua 
lente acromatica, se essa è convergente, i raggi concorrono tutti nel fuoco, talché 
au nno scbermo è posto fra il fuoco e la lente si scorge una sottile linea formata 
dai colori dell'iride, mentre se lo ecbermo è posto al di là del fuoco si forma lo 
stesso la linea colorata sottile, ma i colori sono disposti in ordina inverso. Quando 
lo schermo è nel fuoco, su di essa apparisca un piccolo punto bianco. Se la lenta 
acromatica è divergente, allorrliè si licevono i raggi, dopo che l'hanno traver- 
aata, aullo schermo si disegna lo spettro; ingrandita nel aenso della lunghezza, coi 
colori disposti nel medesimo ordine del fascio di raggi paralleli. 

Altre ritolimioiii dai aigg, Bonglni « Costa. R. I. T. di Torino; U Spina, K. 1. T. 
di Caimiia; De Bel, Pelosle e Scopinlch, R. i. T. di rti.ezia; Jodl, R. I. T. di Moàma. 

G. h. 

754* Ogni niimtro intew che sia scomponibSe tieUa somma del quadrato 
di un 7iumFro diitpiiri e nel triplo del quadrato di un nvmero dispari, può 
essere decomposto netta stexsa forma oluieito in due altri modi. 

G. L. 

Risoluzione. 

È facile verificare le tdentitìi 

3-' + 3y' = 1 (3, _ r)« + ( (y + r)» 

= }(3y + 3r)'+l(y-jr|'. 

Se X, 1/ sono due numeri interi dispari, si può porre a- = 2^i + 1< y ^ 2) + ^ 
eeaendo p, q numeri interi, e le identità precedenti divengono 

{2p + D' + 3 (2j +l)' = {Zq~p + \)' + Z(p + q + D' \ 

= {3q + P + 2i* + 3lq-pj* r 

Queste identità dimostrano che il teorema enunciato è generalmente vera. 
La ecomposÌEÌone In un quadrata e Del triplo di un quadrato in tre modi effet- 
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9 foaaa rerìflcato ano dei Be- 

2«+l-2, + j + l/ "" 2, + l=p + j + l / '" 

2, + l-Ss + p + I 1 2p + l = -(Sj-;. + l)l 

2, + 1= -{, + ) + 1)/ '"' 2, + l--(p + j + l) / '" 



3g+p + ì\ ,,, 2, + l = -(3j + , + 2 \ 

"■' 2, + l.j-, I 

■ 2, + l = -(Sj+, + 2)l 



25 + 1 = , -I. / *^* 2g + l=3-, ; <*** 



2q + l = ~iq-pì f ^' 2q+l = -iq~p) 

Zq-p + l = Sq+p + 2\ 3q-p + l = -(Bg+p + 

P+8+l=3— P / P+q+l=3~p 

Sq-p + l = Bq+p + 2\ 3g-p + l=,-{3q-p + 

P + g + l^-iq-p) i ^ ' 'p + q + l = -lq-P) 



P = q (1)' |. + 3j + 2 = (4)' 

p + j=-l (6)' p-Zq=l (7)' 

e che gli altri otto non lianuo solnxionl Intere, 

Qunndo A vsriflciita nna delle eguagliAime (1)', (4)', (S)', (7)' si ha che In scom- 
poBÌ£ioDe indicata ai fa Ìd diie modi soli invece che in tre. Per esemplo se si 
prende j = 0, p = \, è verlficnta la (T)', e si ha 

12 = 3' + 3.1' = 0' + 3.2' 
.-3» + 3.1'. 

I sigg. Culore e La Spina, R. I. T. di Catania hanno trovato la Identità (ce) 
ma non hanno discusao i casi in cui essa cada in difetto. 

I sIgg. De Bel. Peloiio e Scopinleh, R. I. T. di Vinezia hanno esaminato alcuni 
esempi, fra i quali quello sopra citato, cioè 

12 = S' + 3 . 1» 

ed hanno concluso, troppo affrettatamente, che il teorema à errato. 



■VStt. Costi-uire un triangolo, attendo dati b 



RitoliRlone dol Big. De Ciitro. R. L. Beccaria di Milano. 

Supposto risoluto il problema, siano M, il puuto medio di BC, A' Il punto in 
cui la bisettrice di A taglia il cerchio circoscritto al triangolo, L. Il punto in cui 
In bisettrice stessa tnglia BC i la circonferenza A'(A'B) taglia sulla AA' due 

Punti 1,1., (uno interno al triangolo, l'altro esternu) i quali sono rispettivamente 
incentro e l'excontro relntivo a BC. Dette K^, K'. ie proiezioni ortogonali di I, I^ 
su BC è, evidBiitemeiite, lK.= r; l.K'. =^r.. Supposto p>T, ai csli da B la 
perpendicolare alla AA', e siano E, F rispettivamente, i punti iu cui essa Incontra 
Aa', AC; si ha 

M.E = i CF = 1 (È ~ e) ; M.AA = i (AUC - AL.B) = l (p - t) , 
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Ne s«gae In •rf-usiite 

CosTBOzioNB. — CosbraiacRSi il triangolo A'M 



M.A'E = Kp-7). 



(notando che dev'essere M.ÈA''<)n); per Hi, E ai conducano ri apettiv «menta 
le perpendicolari iid A'M., EA' le qaalj a' ioGontreranno in un punto B, del quale 
'' ' 9 C il ainimetrico riapetto ad U. : la cirionfereDia BA'C incontra ulterior 



meote la retta A". 

Si bn sempre uni 
tiiaiigolo M.A'E. 

Altre riaolulioni 
R. ]. T. di Ancona. 

Risoluzioni trigoii 
luco e Chieia, R. L. di Cnuto ; Cailildi, R. I. 1'. di Fii-er 



punto A ed ABC è il triangolo domandato. 
Boluiione, purché aia poaaibile la costruzione del auddetto 



geometriche dei aigg. iodi, R. L T. di Modtna e Maraect, 
letriche mancanti affatto della coatruzione, dei sigg- Cua- 



lel, Paloilo e Scoplnlch, R. I. T. di Vtnetia ; CaMpatti, 
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Rlialinlona del sig. Da Castro, R. L. Beccaria di ìlUano. 
Siccome i punti di B, C sodo coniugati armonici rispetto ad A', £ 
A'C ^ H.C 
A'B ~ BH. ' 
sia, essendo 

H.C = A. ctn C . BH. = i. ctn B , 
A'H. + A. ctn C _ tanfi 
A'H. - A. ctn B ~ Un C ' 



' tanB — tanC" 

Laonde sarà 

^•- ™^+ ™"-'° '■' (' + „.„ B - U. CI- ) 



riault» finalmente 



«tniJ + ctnO[ ^(tauB — UnO'J 



Bisaluziani analoghe a questa inandarouo ì sigg. Brenta e Cernutchl, R. I. T. 
di roWno; lodi, R. 1. T. di Modena. Altre risoluzioni dei sigg. Caiilasco e Mar- 
cbiilo, R. L. di Ctituo ; Cutore e La Spina, R. 1. T. di Catania ; De Bei, Paloiio e 
Scoplnlch, R. I. T. di Vtiutia ; Maracci e Urbani, R. 1. T. di Jneona. 

Nota. — La proprietà nmionica del quadrangolo, invocata nella dimostrazione 
dianni riportata, non è geuernlmonte dimostrata nei corsi di geometria elementare. 
Ma di essa cbo, brevemente, si può enuncinre: In ogni quadrangolo una diagonale 
è incontrala dalle altri due, in puHli armonici rispetto ai vertici ch'etta unite*, 
si può dare la seguente semplice dimostiazione. 

Sia HKLM un quadrangolo qualunque, siano rispettivamente A, B, C, D i 
punti d'incontro delle coppie di rette HK, LM ; KL, HM ; AB. HL; AB, EH. 
Applicando i teoremi di Cbva e di Mbnklao al triangolo ABH, ai ha 

= 1. 



AC 

BC 


BM 
HM 


HK 
AK 


-1; 


HE 
AK 


AD 

BD 


BM 
HM 


vise 


membro a me 


mbro 


si ded 


nce 








AC 
BU 


AD 
BD 


= -l 







la quale mostra che ADCD i 
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Da queata, diTÌdendo ambo ì mambri per y', e ponendo 

» + j = '. (3) 

da cai 

y = t(«±y«'-4a»), (8)' 

ai ricava l'equazioiie _ 

«' - 3 0* Va + 7 a' = , 
che riaolnU ^^ _ _ 

ii = ia(s\S+i): *, = io{3V'3-.-). (4) 

Dalla (4). (3)', (1) ai ricavano aubito le radici dell'equaelone propeaU 

^J= - ia U3 + .■±V2(5-3 , Vrj] ; ^J= - i» [Và"- Ì±V2(5-8.-V3")] . (5) 

2* Rltoluzione dei aigg. Branla e CanuicM, R, I. T. di rotino. 
Il 1° membro deH'eqaaiioiie data pab perai aotte la forma 

(*' + Xar + iJl(«'+l'x + ii') = 0, (8) 

I* + (X + X) x' + iix + p: + XX) x' + (l|i' + X» r + fin' = 
aa SODO soddisfatte le condizioni 

x + x' = a\'3. n + ii+u' = o, :in' = (i', m 

Xp! + X'n = . (7)' 

Ora, se poni amo 

iX' = e , da cui ji + (i' = — e , 
por le (7), ricnviaino facilmente 

;J} = 4Uv'3'±y3a'-4e); ^^} = -i(e±Vtì'-4o'). (8) 

Qneati valori, sostituiti nella (7)' porgono l'equazione 
oe V3"= V((.'-4o*M3''*-4«l . 



ar'+ in(V'a~f)*-Jrt'(l +'y^) = 0, 

le (5). 

li : 11 aig. De Bei, R. I. T. di Vtntzia, suppone che nell'enun- 
eri'ore di stampa, e, invece della pi-opoata, lìsolve l'equazione 



1 sigg. Caaaiaico e Chiesa, R, L. di Cttnto si limitano ad osservare cbo l'eqna- 
zions proposta i rUohibiU iiitdianU la l'Ota regola. 

R. Vebcblldt. 
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'759< Risoloere il sistema di equazioni 

een 2x + Ben 2y = i , aen (a; + y) = i . 

G. Pescu 
1* AImIuiIoik. 

TrftBfonoando il piirao membro delU prima in ud prodotto « ten«Ddo conto 
della seconda, ai vede Bubito cbe il aistama proposto ò equivalente all'altro 
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QUISTIONI DA RISOLVERE 



771. Risolvere il sistema 

772. Si mostri che la sola soluzione intera e positiva del sistema 

Sx-\-6y — 2z = 22, 
òx + 8y — 6z = 2S, 
è x = 2, y =^3, z^l. 

773. Risolvere il sistema 

x' — 2t/'— .r = 0, 
2j^-Óy' + 3y = 0. 

774. Scomporre in fattori la funzione 

775. Determinare due numeri x, y {x>y) tali che la differenza 
dì essi e la differenza dei loro quadrati siano rispettivamente uguali 
al loro prodotto e alla differenza dei loro cubi. 

776. Risolvere il sistema 

x* + y^lh (1) ■ x + y* = 7. (2) 

C, Alasia. 

777. Se la congiungente i punti di mezzo di due lati opposti AD, 
BC d'un quadrangolo piano ABGD incontra i prolungamenti degli 
altri due lati AB, CD, rispettivamente in H, K, si ha 

AH:DK = AB:CD. 

778. In ogni triangolo si ha 



4 f ;R 

779. Costruire un triangolo, dati un lato, l'altezza relativa e la 
distanza fra i piedi della mediana e della bisettrice uscenti dal ver- 
tice opposto, 

780. Risolvere le equazioni 

a;' + 3; + i(l+>'5) = 0, 

781. Costruire un triangolo, dati un angolo, la mediana e la sì- 
mediana relative. 

782. Eseguire la somma seguente: 

..,(f+l)[r(r + 2)]'-2a.3)'"'"3(2.4)*"^-"^(« + l)[«(«+l)]'- 



} 
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783. Risolverà il siatema 

\ 2x{x + y)~y' = b. 
Applicazione al caso di a = 24, 6=9. 

R. Vercelli: 

784. Risolvere l'equazione 

sen* X + eoa* i + tg* a; + ctn' a: + sec* x + cosec' x + a = > 

Se A', B', C sono i punti d' incontro dei prolungamenti delle 
d'un triangolo, colla circonferenza circoscritta si ha 

A'B'C'=4R' cos A cos B cos C (sen 2A + sen 2B + aen 2C). 

Gasi particolari. 

E. CUTORE. 

785. Sia ÀBCD un quadrilatero inscrìtto in un cerchio; i lati 
opposti AB e DG prolungati si seghino in F, e gli altri BC ed AE 
in £: mostrare che il circolo descritto su EF come diametro inter- 
seca il circolo ABCD ortogonalmente. 

786. Data la base, l'angolo al vertice, ed il raggio del cerchio 
inscritto ad un trìangolo, costruire ' geometricamente , il triangolo. 

G. Db Bbi. 

787. Risolvere l'equazione 

X* + ax* + &r* + ex -|- rf = 0, 
se è 

c = ia{46 — fl*). 

788. In una semicirconferenza di diametro AB^2r condurre una 
corda GD = 2x, parallela al diametro, in modo che il trapezio isoscele 
ABDG abbia un perimetro dato 2p. Discutere il problema e dimo- 
strare che fra tutti i trapezi che soddisfano alle condizioni poste, 
quello di massimo perìmetro è il semi-esagono regolare. 

789. Dimostrare l'identità 



6. GARl>OSO-LAYtIE8. 

790. Se h,,h»,k,,ht sono le altezze di un tetraedro, Pi,pt,p»,pt 
ì distanze di un punto P interno dalle facce sì ha 



Come deve essere modificato questo teorema, se il punto P è 
estemo al tetraedro. 

K. 

N. B. — L* rlMlDilanl di qatat* qniiltsiri daTono tttn Inriita il prof. G. LAZmi, LlTono. 



mire dUlt farlt In rat ih piane t dlvlu da m rHII. 



2 ii«iiilr«tU) cluennii itsIU quiK dl'idarl In dna parti nm dalle xr Mrtl Baddatte. Quindi la >' -f 1 
rMU ditidannna 11 piano in ir + C + I) parti. Cini al tvA 

«rj.i=«r + ('- + l). 



QDaBU formula dii dnnqiia II nameni muatno dalle putì in cnl m ratte di nn piano dlTidoDo 
Il plano ataaao. 

InTiarano riaolniioni «Mtta di questo rIkofo 1 nigg. Balnten, R. I. T. di Knl.o a IMJIll di 
Farli. I aigg. Bosflni. Braita, Carniukl a OoiU, R I. T. di ror-Ug riiolicnt il rIdoco rìtanando 

dalle sua retta. Il «ig. i>* Bai, R. 1. T. di KtMaJa. intib nn* riBolnifone errata. 

C. CUMBUILIVI. 



in tt matéimo niiMaro dtìli pani '■ ni un plano > dltUe djt n cirttnftrmt*. 
C. Cluuibliui. 

SnpponUmo che nel plano alano dato r alreonFBranES che s' intanerhlno a doe ■ doe in eoppie 

li nnoTk cinanVeraniB in 2>- parti, oingrnna delle anali diiideri In 3 perti ona delle parti In col 
le prime r rir«.nferenie dlildono il pieno. Se dnnqna n i 11 numero miaalnio della pirtl in Cini r 
clreonfaranie dividono 11 piano, ei ba 

*,+l= "■ + *'■ 

Fonando aoeeesaifBmenle I, t. ■ — 1 In laogo di r, aommanda, ridneando e ouenando 

cbe ZI - !. ei ba 

« = «(■-11 + 2. 

OniBTjiZKim. -- Fa loltanto «celione fi ca» di n ;^ o. 

Iniib le Heolntione eaattk del minoro il ei^. (Mll*l di foW). Il alR. Balvadera. R.T.T. di JfmtFee, 
per ani sTìata eommeaae. trorb xe = sin + l) + 2. I aleg. Bw|lil, Brenta. Cernnolil e Coata B.. 
R. I. T. Ai Torini,, riaolaero il gioai» nel]- ipotesi efae fosse rlchleate il' messimo numero delie 
paiti flnli* In mi il plano reaU dlTiao dalle cìrwntennu. Il Big. Ita Boi, R. I. T. di rneeia. liiTJb 



C. ClAVBISLTKI. 

tnnchf le rette sia clrconfer^me in punti dietinti, Diremo enna naa*> ci reon furenti nn nun 
S(u 4- >■) di punti the le dlTideraiino In ■ItretUnte parti. Clssrnoi al queste dWMaEk una delle j 
parti In 2 piiil: quindi ai avrà 



-«..,+■1- 



OBaBirAZion. — Fa solUnto eceeilene il caso di in — 0. 



I. R. I. T. di Umlfia; CMIh 
ita. 

C. CtitMBUUiri. 



G. L. 



Un voi. Ìn-64° elegantemeiKe legato - 2* ediilone ■ LIRE USA. 

. . . Ma, questa Duova edizione, non è solo pregevole dal lato tipografico, 
poiché anche dal lato scientifico è meritevole di venire favorevolmente accolta 
tanto dagl'insegnanti quanto dagli scolari perchè procura agli uni ed agli altri 
un mezKO comodo, facile e poco diilpendioso di avere a portata di mano tutte le 
formule e tutte le regole ciie ordinariamente ai è costretti a ricercare scarta- 
hellando molti volumi. Questo manualetto si differenzia dagli altri lavori con- 
generi, non solo per la precisione e doncisione del suo contenuto, ma anche perchè 
contiene, ciò che manca negli altri, lo schema ordinato e perfetto per discutere 
tutti i problemi dì matematica e fisica che sono risolubili con le sole nozioni 
della matematica elementare. 

... se anche per adesso io scolaro non potrà portare con ah, questo manua- 
letto il giorno degli esami, sarà sempre per edso il mezzo più comodo e più 
efficace per imprimersi nella mente, la vigilia degli esami, tutte le formule e 
le regole di cui avrà bisogno nell'ardua prova . . . 
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RldiiFando U (1) ■ rorma ioUra «u dlTiane 

6.1 + «» + S« = lOS 
eottraondo membra a membro la (3) dilla (S), dopo avere molUpUeaU i dD< 
ir 3 si attlano 

5v 4- Si = 1S9. (4| 

È òliliro Hi eh* y davo auara un maitipìo di 9; poniamo y = Sa • la (4) dlToni 

5n + i = 2l. (5) 

Uiando 11 metodo di HiraiTi par litiiolniiano in nnmari Intorl a non nagatiTl dalli {&). 



lOiabì è 21 = B X 



fi « 



ì+5„ (conm + n = 4) e 

« = 11108-4y-3.) 
al ottlena 
i = 1 ,35 - 12». - Su) = J (35 - 5 (m - 






(ft) 



(i ha dunque (6) (7J 
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IttTo daTo aaiera m^2 a ftnhi Ila ancba intaio d' 
oseibila per m b m = 1 e quindi (6) n = 3. 
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SULLA EQUAZIONE DI 3« GRADO 



Prendendo le mosse da una qnistione proposta dal prof. A. Bassi 
che si trova a pag. 136 del Voi. VII del " Supplemento ^, do un me- 
todo di risoluzione della ecjuazione di 3^ grado, risoluzione che, di- 
datticamente, mi pare menti di essere notata. 

Consideriamo l'equazione 

{ax + by + {a'x + b'Y + x* — 3x (ax + b) {a'x + V) = 0. (I) 
In virtii della identità 

la (1) si può scrivere 

(Ma: + N)(Px« + Qa? + R) = 0, (2) 

in cui 

M = o + a' + l, N = 6 + J', P = a" + a'" + l — a — a' — aa', 
(ì = 2{ab + a'b')-'ab''-a'b-'b — b\ R = 6« + ò'* — 66'. 

Nel caso a = a' = l'equazione (1) si riduce all'altra 

a?» — Sbb'x + 6« + 6'» = 0, (3) 

e si ha in questo caso 

M = l, N = 6 + 6', P = l, 
Q = _(6 + 6'), R = 6« + 6'« — 6Ò', 

di guisa che essa può scriversi 

(a? + 6 + 6')[a:«-(6 + //)a: + (6" + 6'« — 66')] = 
ed ha per radici 

^. = i[(6 + 6') + (6-6')V53] 

a:8 = i[(6-f 6')-(6-6')V-3] 
ossia 

a:, = i(l + iV3)6-^i(l~fV3)6' (4) 

a:, = i(l-,V3)6 + i(l + 1^3)6'. 

Consideriamo ora l'equazione di 3^ grado 

aj' + pa? + g = 0; (5) 
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affinchè esaa aia identica alla (3) deve essere 



e quindi 



Da eiueate eguaglianze si vede che b', b" sono le radici dell'equa- 
zioue di secondo grado 

«' — jti — 27 = 



"27- 



Se ne ricava 
e sostituendo nelle (4) sì ottengono le radici della (5) 

-i+iV3 i/ , ./T"^ -i-.-ya i/' , ./<■ p 

"■- 2 f" 2+M+27"'" 2 |'~2 M+2; 

^•- 2 |'-"2+|'T+27+ ^-^f- 2-F4+27 



SEIA msrORMA210»E DEL BABICAIE i^IW 



EsBo capita, ad eBempìo, nel risolvere l'equazione a' -j-pz* + t? = 0. 
Dimostriamo anzitutto che, se o:^ e ^ sono due numeri razionali che sod- 
dis&no alla eguaglianza 

Vo + l'6-lt+l'^, (1) 
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Di&tti, elevando i membri della (1) alla potenza (2n}«8ima, risulta 

a + y6"= X- + (^) x^> y^ + fj) x^i j/ + (^) x«-» y ys^ + . . . 

perciò deve aversi 

a = aj"+(^W-'y + ... + y, (8) 

le quali porgono appunto 

Moltiplicando poi membro a membro le (1), (2) emerge 

sc-l/ = Va«-6, (4) 

la quale ci dice x e y non poter essere razionali se, avendosi a'>>&, non è 
intanio a* — b potenza (2n)-e8ima perfetta. 
Allorché n » 2 le (8) e (4) divengono 

x^ + Sxy + y^^a (8)' se — 1/ = ya«-«6 = Ar, (4)' 

La (8)' può anche scriversi cosi (se — y)* + Qocy = a ed in virtù della (4)' 

5CJ/ = i (a - fc«). (5) 

Pertanto dalle (4)' e (5) abbiamo 

a;=i(2fc+y2(a + fc«)) y == i(-2fc +V2 (a + fc«)); 

e quindi otteniamo la formola 

4 

Va ± V6"= i {Ì2k +V2(a + A:«) ± V- 2fc + V2 (a + fc«;) , (6) 

4 

dalla quale si rileva che Va -\- ^b è trasformabile nella somma o nella dif- 
ferenza di due radicali quadratici quando, oltre all'essere a* — b potenza 
quarta perfetta, è un quadrato perfetto l'espressione 2 (a + k*). 

4 

Ad esempio, nel radicale V79 ± 16 Vlò abbiamo 

a» — 6 = 7* 2 (a + fc«) = 16» ; 

sicché la (6) offre la trasformazione 

4 

V79 ± 16 Vl5"= i (V30 ± V2"). 

Enrico Ducjci. 

Della 71^ Quistione a concorso abbiamo ricevuto una 
sola risoluzione e non soddisfacente; perciò ne accette- 
remo le risoluzioni fino al giorno 31 dicembre 1906. 

La Redazione. 
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72* QUISTIONE A CONCORSO 



In ogni triangolo l'area del triangolo che Iia per vertici i piedi 
delle mediane sta a quello che ha pervertici i pieai delle aimediaDe, 
come il prodotto delle mediane sta al prodotto delle simediane. 

R. VESCELLItr. 



la UiMri «M Ili Iu4l M SI ilOMbr* IML 



miLUZIOlil DELLE gUlSTIORI 
755-65-66-67-70-11-12-13-14-76-17-18- J9-80-81-82-I13 e 790 



755a Co»truir4 geometricamente un triangolo, eonotemdo un lato, tangolo 
oppotto e la bùettrie* relativa. 

RicoluzloDB da! Big. Campani, 1. T. P. di Lutea. 

Sn un segmento AB, ugu&le al lato dato, si descriva un arco AEB capace 
dell'angolo dato a per C, piloto dì mezzo di AB, si conduca DE, diametro del 
cercbio contenente l'arco coetraito. Si eongìangano D e E con B e, dopo aver 
preso su BE un segmento BO ugnale alla metit della bisettrice data, ai descriva, 
con centro e raggio OB, un cerchio che risulterà tangente a BD. Si congìuDga 
D con O e eìano >'. G te intersezioni di DO col cercbio ora descritto; facendo 
centro in D, con raggio DF si tagli AB in H, ai conduca DH e aia 1 il pnata 
d'incontro di questa retta con la circonferenza di diametro DB. Se si unisce I 
con A e B, il triangolo AlB è qaello richiesto. 

Infatti, oltre a essere AB e AlB uguali rispettivamente al lato e all'angolo 
dato, IH bisettrice di AlB, è inoltre IH ugaale alla bieettrioe data, perchè unendo 
I con E, dai triangoli simili lED, HCD si ricava 

DH . DI i: 00708 = 55". 
Ma è „__ 

DP . DG ± DB* 
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Mandarono soluzioni identiche nella sostanza alla precedente i sigg. Maracci 
e Urbani, R. I. T. Ancona; Pelosio e Scopinich, R. I. T. di Venezia, 

Le costruzioni dei sigg. Marchisio e Casalasco, R. L. di CuneOt sono verificate 
algebricamente; e pure su considerazioni algebriche sono fondate quelle dei sigg. 
De Castro, R. L. di Milano, INosca, R. I. T. di ToHno e Castaldi, R. I. T. di Firenze. 

Il sig. Brenta, R. L. di Milano costruisce sul lato dato BC un circolo di cui 

un arco BC sia capace deirangolo dato, e osserva ohe la bisettrice di tutti gli 

angoli inscritti in esso passano pel punto medio M dell'arco CB. Allora dato il 
punto fisso M, la retta BC e il segmento costante eguale alla bisettrice data, co- 
struendo una concoide di Nicomede, si ottiene subito, in ciascun punto comune 
alla concoide e al circolo, il terzo vertice del triangolo domandato. 

La soluzione del sig. Brenta è quella proposta da Pappo nel libro IV delle 
sue CoUeetiones tnathematieae. 

Si poteva costruire prima l'angolo dato C e prendere sulla sua bisettrice un 
segmento CP eguale alla bisettrice data; e si era così condotti al celebre problema 
di condurre per un punto dato sulla bisettrice d'un angolo un segmento eguale 
ad nn segmento dato, e terminato sui lati dell'angolo. 

Per la risoluzione di questo problema, studiato da Pappo, Newton, Gergonne, 
r Hospital, Momenheim, Frank ecc., gli studenti possono consultare un opuscolo 
del prof. F. Occella, intitolato Intorno a un problema di Pappo (Casale Monfer- 
rato, 1897, Tip. 6. Cassone). 

La risoluzione seguente è, in fondo quella di L'Hospital. 

Dato l'angolo C, la bisettrice CP, si costruisca da P la parallela a un lato 
dell'angolo, la quale incontri l'altro lato nel punto K. Si trovi quindi un seg- 
mento m tale che sia: 

CP:a::KP:m (1) 

dove a è il lato dato del triangolo, opposto a C. Poi sulla retta CP, dalla parte 
di P si determini un punto V tale che sia: 

CV:m::f»:PV (2) 

ciò che consiste nel trovare due segmenti CV, PV essendo nota la loro differenza CP 
e la loro media geometrica m (Vedi p. es. Moreno, Oeom, pag. 232). Il circolo di 
centro V e raggio iti, incontri uno dei due lati dell'angolo nel punto B; si co- 
struisca BP che incontra l'altro lato nel punto A, e il tr. ACB è il tr. richiesto. 

Per dimostrarlo, basta far vedere che è AB = a. Difatti, i due tr. CVB e 
e PVB sono simili, per avere un angolo comune CVB e i lati che lo comprendono 

proporzionali per la (2), essendo VB = m; perciò gli angoli ACV, ABV sono 
eguali; e il circolo che passa per C, 6, V, passa anche per A: e perciò il tr. AVB^ 
è isoscele e simile al triangolo CPK. Avendosi quindi la proporzione 



E. Nahkbi. 



CP:AB::KP:VB 
confrontandola con la (1), si deduce subito AB = a, e. v. d. 

«OS* Biiólvere l'equazione 

X* — 9x* -I- 27a? — 36 = 

G. BOBELLI. 

1* Risoluzione. 

L'equazione data può scriversi 

a?» — 9a;« + 21 x — 27 = 9, 
ossia 

(ar-3)*==:9 (1) 
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I sigg. Mosca, R. L T. di TotHno; Cutore e La Spina, R. I. T. di Catania; 
Jodi, R. I. T. di Modena; Casalasco, R. L. di Cuneo; Maracci, R. I. T. di Ancona, 
trovano 

a:y (3ar + 2) (5y + 2) = {ixy ^x-^y)*—{xy + a? - y)«. 

Infine i aigg. Bongini e Costa. R. I. T. di Torino, suppongono che nell'enun- 
ciato sia incorso un errore di stampa. 

R. Verobllin. 

VG*?* Il quadrato deìV espressione 

7(a:«+l), 
è la somma di cinque quadrati, 

R. Vbrcbllik. 
Risoluzione. 

In vari modi si può ottenere la richiesta scomposizione. 
P. Si può osservare che l'espressione data è la somma di cinque quadrati, 
poiché 

7 (a:« + 1) = (a: -h D' -h (a: — 1)* + (2a:)« + a?* -|- 2« -|- 1* (A) 

= {2x — 1)« -h a?» + (a? -h 2)« + 1« + «• + 1», (B) 

indi applicare 1* identità (15) della nota 'Alcune identità... , (V. SupplementOf 
Anno IX, Fase. VII). 

E così fecero i sigg. Bonginl, Brenta, Cerauschi, Costa e Mosca, R. I. T. di To- 
rino; Jodi, R. I. T. di Modena, ricorrendo alla (A); Pelosio e Scopinich, R. I. T. di 
Venezia, ricorrendo alla (B). 

2^. Si può osservare che Tespressione data è la somma di otto quadrati, indi 
applicare un teorema enunciato nella nota precitata, e così fece il sig. La Spina, 
R. I. T. di Catania. 

3^ Si hanno inoltre le scomposizioni 

[7 {x*+l)y = 7« + (7ar»)« + (9ar)* + (4fl:)« + «' (C) 

= [2(x»+l)]«+[2(ar«+l)]«+[3(a;«+l)]«+[4(a:*+l)?+[4(a:»+l)]'. (D) 

(C) dei sigg. Caaalaaco, R. L. di Cuneo; Cutore e La Spina, R. I. T. di Catania. 

(D) del sig. Belvedere, R. I. T. di Messina. 

R. Vebcelliit. 

« «O* Se quattro rette uscenti dai vertici di un tetraedro ABCD, passano 
per uno stesso punto e incontrano le facce rispettivamente opposte nei punti A\ 
B', C, D', si ha 

Ok' . OB' OC' OD' ^ 

AA' "^BB'"^ CC'"*"DD'~ 

K. 
Risoluzione dei sigg. Cernuschi e Mosca, R. I. T. di Torino. 

Osserviamo che il tetraedro fondamentale si spezza in 4 tetraedri OABC; 
OABD; OBCD; OACD. Si ha manifestamente 

OBCD^OA'. OACD^OB'. OABD^OC;. OABC ^ OD' . 
ABCD "" AA' ' ABCD ~' BB' ' ABCD "" CO ' ÀBCD ~ DD' ' 

laonde, sommando e tenuto conto dei segni dei segmenti: 

A' OB' oc; OD' _ OBCD + OACD + OABD + OABC _ 

AA' "*■ BB' "*■ ce "^ DD ~ ABCD ~^' '''''''^' 

Altra risoluzione meno semplice dei sigg Bonginl e Costa, del R. I. T. di To- 
rino. I sigg. Pelosio e Scopinich hanno dimostrato il teorema per il solo tetraedro 
avente le altezze eguali. 

K. 
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T71> Bitoh*it il titUma 

2 (x' + y») + 5lj( + ar + y + 1 = 

*• + y" + 4 [ary + 3 (ai + y)] + IO = 0. 

C. Alisia. 

RliOluzioM, puziatmeDie modificata, dei aigg. Bonglni e Cotta, del R. I. T. ii 

Soatìtaendo nelle due equazioni date ad x* + y' il valore [x + y)* — 2ry, 
abbiamo 

2 (* + yt' + *y + (« + y) + 1 = 0, (1) 

(X + y)' + 2xy + 12 (« + y) + 10 = 0, (2| 

dalle qnali, eliminando zy, 

3(a, + y)»-10(x + y)-8 = 0, 
a riaolvendo 

x + y^i (S) 

oppure 



3ostitnendo qnesti valori nella (1) ai trovano per xy lispettiTamente i seguenti 
«y = _ 37 (6) 



e y i aistemi eostitniti dalle coppie (3), (5), e 



Baone le aoluzìoui dei Signori FotM, I. T. di Ravtnna; La Spina, 1. T. di Catania 
e Campetti, 1. T. di Lucca. Il Sig. Lombardi, L. di Salerno, si arresta ai valori della 
somma e prodotto delle incognito: iSigg. Oe Coni, I. T. di Vintzia; Pardo, di Paltrmo; 
Cutore, 1. T. di Catania; Caiaiaico, L. di Cuneo; ed lodi. I. T. di Modena, risolvono 
bene il aiatema, ma non oBservano cha le coppie dì valori delle incognite sono 
invertibili. La aeconda coppia di valori ottenuta dai Sìgg. Hoica, Brenta e CamncM, 
1. T. di Toi-ino; Belvedere, 1. T. di Messina; Pelotio e Scoplnich, 1. T. di Venetia, 
non soddisfa al sistema proposto. C. Alisia. 

7 é Sa Si mostri eh* la tola lottaione intera * positiva del titttma 
3x + 6y — 2» = 22, 5x + 8y — 6j = 28 

èx = 2,y = S, 1 = 1. 

G. Alasi A. 
Rliolazlona. 
Eliminando 2 e aemplificando si ha : 

2x + 5y = 19, 
eqaaziona la cui soluzione generale k 

X = 7 + «, y = 1 — 2t . . . (a) 

Soatitaiamo questi valori nella prima delle equazioni date B semplifichiamo; 
otteniamo l'equazione 

2i - 3t = 5, 
U cni soluzione generale è 
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ove ti deoota un intero qualsiasi. Sostituiamo finalmente f = — 1 — 2u in (a) e 
Hmplifichiamo : otteoiamo, 

x = 2 — l0u, y = 8 + 4u, z = 1 ~ 3«, 
■olnsione generale del sistema proposto. La sola solasione positiva è quella cor- 
rispondente td u^=0, cioè ie =^2, y^=S, z^\, come era stato detto. 

Colla precedente risalazione coincidono gasile dei sigg. Bonglnl, Cotta, Moica, 
Bnnta e Ccrnutchl, I. T. di Torino; Pomadora, L. di Molftua; U Spina, 1. T. di 
Catania; Caiaiuco, L. di Cuneo; Jedl, I. T. di Modena; Scoplnicti, I. T. di Venezia. 
Quelle dei sigg. Cutore, I. T. di Catania; Peloilo, I. T. di Venezia e Lomliardl, L. 
di Salermo, eono meno diligenti, limitandosi alla sola verifica delle solnzìoni intere 
e positive del sistema dato. 

C. Alabii^ 

W3t BiMlveri a tittema 



Sottraendo la seconda equazione data la prima moltiplicata per 2, ai trova 
y' — 2x — 8y = 0, 
da cai 

x = i(y*-8y). 

Sostituendo ad x questo valore nell'una o nell'altra delle equazioni proposte e 
facendo le ridniioni opportune SÌ trova l'equAiione 
y*-6/ — y" + 6y = 0, 

sr|y(y'-l)-6(y»-l)|=0, 
osaia 

vis'-i] (y-«) = o, 

«Mia 

y(y-l> (y + l) (y-«) = 0, 
la quale ba le boIuiìodì 0, 1, — 1, 6. 

Quando y assume uno di questi valori, le due equazioni date sono soddisfatte 
da uno stesso valore di x; ed infatti, per y =^ le due equazioni date diventano 
ar' — « = 0, 2x»=0, 



(a;+l) {*-l)=0 



che hanno la radice x i= — 1 io e 
Per y ^ — l esse diventano 



{X + 1) (a: — 2) = 0, 


(* + 2) (*-2) = 0, 


che hanno la soluzione x'=-2 eoman< 
Per y = 6 osse diventano 


B. 


«' - a^ — 72 = 


0, a:' -81 = 0, 


lx + 8ì[x-9) = 0, 


ix + 9) {x-9) = 0, 


che hanno !a radice a: = y in comuni 


ba le seguenti soluzioni 


U.=0 \y. = l 


l (x, = 2 /x* = 9 
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Si vede da quanto precede che in generale se neireliininare x fra le due equazioni 
f(x, y) = e 7 (^« y) = si giunge ad una equazione p (y) = 0, della quale è u 
una radice, il coiTÌspondente valore, od i corrispondenti valori di x possono sempre 
ottenersi col determioare il massimo fattore comune alle funzioni f (or, n) e qp (or, u). 
D'ordinario questo massimo fattore comune è di primo grado e quindi un solo valore 
di X corrisponda ad y == u ; ma esso può pur essere di grado più alto, ed allora 
vi sarà più d*UQ valore di x che corrisponderà ad y = u. 

Ottengono le coppie di valori scritti sopra i sigg. La Spina e Cutore, I. T. di 
Catania; Jodi, I. T. di Modena; Casalasco, I. di Cuneo e Bongini, Costa e Mosca, I. T. 
di Torino. 

La signorina Fossa ottiene pur essa tali coppie di valori, ma questi non devono 
avere il doppio segno da lei trascritto. Al sig. Scopinich, I. T. di Venezia, sfugge 
la prima coppia di valori delle incognite. I valori ottenuti dai sigg. Cemuschi e Brenta 
non soddisfano tutti al sistema proposto, e pur essi non pongon mente alla prima 
coppia di valori delle incognite; al sig. De Conz, I. T. di Venezia sfuggono le prime 
due coppie di valori che devono ottenersi e lo stesso succede al sig. Panlo di 
Palermo il quale ottiene poi due soli valori per la x. Infine, il sig. Pelosio, I. T. 
di Venezia^ è tratto ad una soluzione molto laboriosa, ma non ottiene che un*unica 
coppia di valori delle due incognite. 

^ *y4l» Scomporre in fattori la funzione 

»* (y — ar) + y" (« — a?) + ar» {x — y). 

C. Alasza. 
Risoluzione del sig. Scopinich, I. T. di Venezia. 

La funzione data può scriversi 

y {x^ -z*) + z (y» -x*) + x U» — y»); (a) 

e si scorge chiaramente che essa si annulla per x=y, x = z, y = z, per cui è 
divisibile pel prodotto {x — y)(x — z) (y — z). Da ciò si ricava facilmente 

«' (y — ar) + y« {z-^x) + «* (a: — y) = (x — y) (ar — a?) (y — ar) (a? + y + z). 

Analoghe sono le risoluzioni dei sigg. Bongini, Costa e Mosca, I. T. di Torino; 
Jodi, I. T. di Modena e La Spina, I. T. di Catania. 1 sigg. Maracci, I. T. di Ancona 
e Pelosio, I. T. di Venezia cadono in faticose trasformazioni della funzione (a) 
senza giungere ad un soddisfacente risultato, nel mentre che a colpo d'occhio si 
scorge per quali valori essa si annulla. La funzione alla quale giunge il aig. Salatila, 
L. di Caserta, è evidentemente essa stessa scomponibile in fattori; il sig. Cutore, 
I. T. di Catania è condotto a dover risolvere un'equazione di 3^ grado della quale 
non ottiene le radici. Infine, il sig. Cemuschi, I. T. di Torino, risolve la questione 
ma erra nel segno del primo fattore. 

C. Alabia. 

yy©« Risòlvere il sistema 

a;» + y = 11, . . . (1) ar + y« = 7 . . . (2) 

C. Alasia. 
Risoluzione. 

Si consideri il sistema più generale 



a?* + y = o ì 
a: + y* = ò / • 



(l) 



Sommando, o moltiplicando membro a membro le due equazioni proposte si 
ha il sistema 

(a? -h y) + (a;« + y') = 

x^ +y* + x^y^ 4- xy 
od anche 



a + h\ 
f=abj' 



{x + y)* + (a; + y) — 2a:y = a + 6 
(a: + y)' — 3a-y (a: -f y) -f- (a:y)»-|- xy = ab 



}■ 
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e se 8Ì pone 



il sistema diventa 



m' H- Il — 2r = « ì 
ti' — 3wp -|- e* -f- © = p j * 



(2) 



Dalla prima si ricava 

i, = i(tt« + t<-«) (3) 

e sostituendo questo valore nella seconda si ha 

11* — (2* H- 3) ti« + 2 (2« + 1)M + («« — 2« — ip) = 0. (4) 

Questa equazione di quarto grado non si sa risolvere in generale con metodi 
elementari. Ma nel caso proposto è « = 11+7 = 18, p=s 11 . 7 = 77 e Tequazione 
precedente diviene 

II* — 39ti* + 74m — 20 = 0. (5) 

È facile verificare che questa ha la soluzione ii = 5; ne risulta r^sG e per 
conseguenza x, y sono radici deirequazione 

;B« — 5;y + 6 == 

cioè sono rispettivamente eguali a 2, 3. 

Altre tre soluzioni si troverebbero trovando le altre radici dell'equazione (5). 

Il sig. Pelosio, I. T. di Venezia non risolve il sistema giacché ò condotto ad 
un'equazione di 3° grado non decomponibile colla regola del Ruffiini. Analogamente 
dicasi di Cutore, I. T. di Catania; Mosca e Cernuschi, I. T. di Torino^ e Scopinich, 
I. T. di Venezia] Bogini e Costa, I. T. di Torino approfittano dell'osservazione molto 
particolare che la differenza dei primi membri è differenza dei prodotti di due 
numeri consecutivi» e ottengono facilmente i valori delle due incognite. Infine 
Lombardi, L. di Salerno e Satiano, L. di Benevento deducono dal valore di una stessa 
incognita nelle due equazioni del sistema, e quasi induttivamente, quale può essere 
il valore di tali incognite. Evidentemente ciò riuscirebbe impossibile se si trattasse 
di valori frazionari o decimali. 



777« Se la eongiungente i punti di mezzo di due lati opposti AD, BO d^un 
quadrangolo piano ABCD incontra i prolungamenti degli altri due lati AB, CD 
rispettivamente in H, K, si ha 

AH:DK = AB:CD. 

R. Vebcbllin. 
Risoluzione del sig. Jodi, R. I. T. di Modena. 

Siano rispettivamente C, D' i punti in cui le parallele alla congiungente i punti 
medi E, F dei lati BC, AD condotte per C, D rispettivamente incontrano la paral- 
lela a CD condotta per H; evidentemente la retta £F incontrerà i segmenti BC, 
AD' rispettivamente in M, N loro punti di mezzo. Ne segue che è AD', BC sono 
parallele e si ha: 

AH : AB = D'H: D'C= DK : DC, 
da cui 

AB:DC = AH:DK. 

Altre risoluzioni dei sigg. Bongini, Brenta, Cernuschi, Costa e Mosca, R. I.T. di 
Torino; Cutore e La Spina, R. I. T. di Catania; Scopinlcli, R. I. T. di Venezia. 

Le soluzioni dei sigg. Bongini, Costa e Scopinich contengono un grave errore 
nella considerazione di triangoli simili. La soluzione del sig. Mosca è, dopo quella 
riportata, la migliore, per la sua semplicità. Buone sono pure quelle dei sigg. Brenta 
e Cernnschi, i quali applicano il teorema di Menelao. 

R. Veroellin. 
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WS* In ogni triangolo ti ha 

o 1 l/ ln,r. + rr,ì Ir,»-. + m.) (f.i,, + «-r.l 
8r=-y 

R. ViBCBLLtK. 

RiiDluiioni Boatanzial mente ftoaloghe dei aigg, Bonglnl, Braata, CtrMicht, Ctili 
• Melo. R. I. T. di Torino; baaluca, R. L. di Cuneo; Culora a U SplM{t.l.T. 
di Calania; Da Cani, Palali* e Sca^nloh. R. I. T. di Venetia; J<mU, B. 1. T. di 
Modena, 

Le DoUvoli relkiioni (T. * Sapplemento . Addo IX, Kuc. Ili) 

fbJ-o + •■»■. = be, f.i-, + iTb = «o, c.iì, + rfc = ab, 
moltiplicata membro a membro danno 

inr. + n-.) [r.r^ + m) {r.n + rr.) =• a*bV. 
ed esaendo 

8'èV = 16B»S', 
ai ricava 

S=4y Hi— «i-v.d. 

Tutti i riaototori hanno corretto t'errore che ei notava nell'enaneiato. 

R. VBSOaLLiic. 

"TtII* Cotlruirr un triangolo, dati nn lato, l'alltzza relativa * la dittama 
fra i piedi dtlta mediana e della bÌ»eUrice tacenti dal rertict oppotto. 

R. VaaoKUis. 
RiialBzlaaa. 

È noto che, in ogni triangolo ABC, detti L. , L'. i piedi delle bisettrici ìat«n> 
ed esterna relative all'angolo A, l'angolo LiAL'. à retto e i pjnti B, C, L., L'. for- 
mano un gruppo armonico. (V, * Supplemento , Anno IX, pag. 139). 

Fiaaati adunque il lato dato BC e eu di esso i piedi M. , L. della mediana e 
della bisettrice, si determini il coniugato armonico L'. di L. , rispetto a B e C. 
Allora, detto A uno dei punti in cui !a circonferenza costruita su L.L'. quale 
diametro incontra eventualmente una delle due parallele a BC, condotte a disùnta 
eguale all'altezza data da BC stessa, il triangolo ABC soddisfa al problema. 

Indicando rispettivamente con a, A. , B il lato, l'altezza e la distaoca data, 
dalla proporzione L.B : L.C = L'.B : L'.C ai lia 

(L.B — L.C} : L.C = (L'.B — L'.C) : L'.C 
28 : a = L.C : L'.C = L,B : L'.B 
e da questa ai ha agevol mente 

(a — 2B):2B = L.L'.;L.B; 

Ne aegue che 

ee è A.'< ai hanno due soluzioni distinte, 

, , ft. = —7^ — ■ ai ha una soluzione aola, 

a*— 4C' 
• . Aa^- — aZ — ~ ^°^ B' ^^ alcuna aoluzione. 
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Modena, Anche la rÌBolaziooe del aig. Belvedere poggia su analoghe considerazioni, 
ma è meno buona delle precedenti. 

Risoluzioni analitiche con costruzioni più o meno laboriose dei sigg. Cutore e 
La Spina, R. I. T. di Catania; De Conz, Pelotio e Soopinich, R. L T. di Venezia. 

La risoluzione del Campetti sarebbe assai buona, e potrebbe porsi accanto a 
quelle dei sigg. Jodi e Mosca, senonchè egli, erroneamente, dichiara che i punti 
La , La possono trovarsi da parti opposte rispetto a M» . 

Il sig. De Conz, chiamando x la distanza fra i piedi dell'ai tozza e della me- 
diana, trova giustameute 

*= 85 ' 

ma poi erra dicendo che il segno + non possa accettarsi per la natura del pro- 
blema. 

R. Vercbllin. 

• 80» Risolvere l'equazione 

«* — « — i (l — V5 ) = 0. R. Vbbcilliw. 

Risoluzione. 

La dizione della seconda equazione contiene un errore di segno e, come fa 
stampata, non potava abbassarsi al secondo grado. Essa va corretta come segue 

a?* — « -fi (l — Vó") = 0. 

Solamente i sigg. Cutore e La Spina, R. I. T. di Catania, hanno corretto Terrore, 
ed hanno osservato che la prima equazione equivale all'altra 

[x' + ia^d +V5") + l] [»»-iar(l + VD + i(V5"+ 1)] =0, 
dalla qoale si deduce 

e la seconda si può scrivere 

[a,« _ ^ (1 - V5") a: + 1] [x« + i (l - Vó") x + i (l - Vó")] = 0, 
da cui si deduce 



Xi 



} = j(l_Vr)±i.Y^; «} = _j(,-VFH*.-j/i%^. 



I sigg. Brenta e Cernutclii, R. L T. di Torino, senza correggere Terrore suac- 
cennato osservano che le equazioni proposte si trovano nella condizione dell'equa- 
zione della quistione 693 (Anno IX, Fase. I), e quindi applicando le formolo date 
nella risoluzione di essa, rapidamente calcolano le radici. Il loro procedimento è 
quindi ottimo, ma essi non hanno osservato che, alla seconda equazione, non era 
applicabile, senza correggere Terrore. 

I sigg. Pelotio e Scoplnlch, R. I. T. di Venezia tentano pure la risoluzione delle 
due equazioni, applicando il metodo generale di Cartesio, per la risoluzione delle 
equazioni di 4° grado. R. Vbrcbllin. 

791 • Costruire un triangolo, dati un angolo f la mediana e la simediana 
relative, R. Verobllin. 

RItoliiziono. 

Abbiamo * Supplemento , Anno IX, Fase. V, pag. 66. 

w« + w a ^ (^ + <•)* ^ ctn» i A 
fw.— m'. (&— c)»""tan*i(B — C)' 
da cui 

(m. + m'J tan i (B — C) =» Vm.' + m',* ctn i A. 
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Altora, detto X il cateto del triangolo rettnagolo di cui ih* i ipotenusa e m'. 
è l'altro cateto, ei costruisca il triangolo rettangolo aasumendo X come cateto 
e i A come angolo opposto e sia \i l'altro cateto; infioe ai costraisca il triaogolo 
rettangolo di cateti •».+ "■'. e fi, l'aogolo opposto al cateto eguale a |i ò ^(B— C|. 
Aggiungendo a quest'angolo ((«— A) ai ottiene B; analogamente si ottiene C. 
Allora è facile costruire un trìtuigola simile al richiesto, e, quindi, anche il ri- 
chiesto. 

Le risoluzioni dei ai{;g. BrmlB e Carnutchl. R. I. T. di Torino; Cilt«rs e L> Spini, 
R. I. T. di Catania sono simili a quella riportata, ma direttauo nella costruzione, 
il eig. Scoplnlah, R. I. T. di Vetiixia, posto 






trova erroneamente 

il ,/ttz±wìt: 



4p-, 
Non accenna alla costruzione, e quindi non s'accorge dell'errore commesso. 

R. VBBCU.L1H. 

Tsic* Eat^ire la «oniua ttguenle 



■=. tr + 1) [r (r + 2)]' 2 (1 . 3)' ^ 3 (2 . 4)' ^ ' ' ' ^ (« + 1) [« [» 

R. Vbbcì 
Rltoluzlene dei sigg. Brenta e Cerninchl, R. L T. di Torino. 



('■+ lì (•■«■ + 21]' 4\rM'+l)' 
2, . . . , tt si ottiene successÌTamente 







2.P.3' 




\i- 


2" 2' 


.S'I 










3.2'. 4» 

1 


"" 4 


1 




H. 




V 




(n + 1) [n {.. + 2)]' 




U- 


" + !)' 


(» + l) 


(. + 2) 


)■ 


qnindi 




















1 


r^'C 






1 


^ «(f.+3t(« 


+ S. + 4I 
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Sottraendo la (4) dalla (5) dopo aver moltiplicati ambo i membri di questa 
per 2z ai ha 

8*« — 2òar -h a = 0, 

_ 6 ± V6« — 3a 
5 ' 



2 =• 



e allora, dalle (3) e (1) ricaviamo 



laonde, posto 



^^| /2.^V6'-8a . , + 2y=±V ,TV6'-3a , 



t 



26— Ve'— 3a 



= P; 



1/^ 



26 -f Vò* — 3rt 



= Q, 



Yè-yè» — 3a = M; 
avremo le seguenti soluzioni 



y6 + y6«~3a«N. 



O-rss 

y = 



2P+M 

-P-M 



2P-M 

-P+M 



-2P+M 
P-M 



-2P-M 
P-fM 



2Q+N 
-Q-N 



2Q-N 
-Q+N 



-2Q-fN 



-2Q-N 



Q-N 1 Q+N 



Nel caso di a = 24, ò = 9 è 

P=V5"; Q = V7'; M = y6"; N = 2y3". 

11 procedimento seguito dai sigg. Brenta e Cemuschi, R. I. T. di Torino sarebbe 
molto buono, ma gli autori Io conducono assai trascuratamente e non considerano 
nessun caso particolare. 

Hanno pure risposto alla quistione i sigg. Pelotio e Scopinich, R I. T. di Ve- 
mzia. Il primo di essi elimina la y ed ottiene un'equazione in x, di fronte alla 
quale si arresta; il secondo, non riuscendo a risolvere il sistema proposto, dichiara 
che nell'enunciato dev'essere incorso un errore, e s'occupa del sistema 

(a? + y)" (a?" - 2y«) = a 

* 

E un metodo molto spiccio il suo ! B. Ybboillin. 



{ 



• OO* 5tf hi , hs , hi , lu sono U altezze di un tetraedro, Pi » ps > ps » P4 ìe 
distanze, di un punto P interno, dalle facce, si ha 



Pi 



Pi 



/•i A. ^ Al ^ A4 

Come deve essere modificato questo teorema, se il punto P è estemo al tetraedro. 

K. 
Risoluzione del sìg. Cernuschl, R. I. T. di Torino, 

Osserviamo che il tetraedro si può scomporir^ in 4 tetraedri PBCD, PACD, 
PABC, PàBD, e si ha evidentemente 



PBCD ^ Pi 

ABCD * hi 

per cui sommando 



PACD ^ yt 
ABCD hi ' 



PABD Pi PABC P4. 



hi hi A| A4 



ABCD hz ABUD A4 

PBCD + PACD + PABD + PABC 



ABCD 



= 1. c.v.d. 



Per il caso che il punto P sia esterno al tetraedro la formula dimostrata è 
ancora vera, purché si convenga di dare a pt il segno positivo o negativo secondo 
che P si trova no rispetto alla faccia ai del tetraedro, dalla stessa parte del 
vertice opposto 

Altre risoluzioni dei sigg. Mosca, R. I. T. di Torino; Pelosio e Scopinich, R. I. T. 
di Venezia, E. 
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QUISTIONI DA RISOLVERE 



791. In un cerchio è inscritto un trapezio isoscele, la cui base è 
il diametro. Conoscendo il raggio e il rapporto fra la somma dei lati 
paralleli e quella degli altri due, determinare gli elementi incogniti. 
Esaminare i casi particolari. 

792. Conoscendo un angolo, la somma dei Iati adiacenti e la di- 
stanza dal punto medio del lato opposto al punto di contatto di esso 



*• Uh tale in una lieta ocea^ione di famiglia distribuì L, 100 fra le «u* pèrsone di str- 
vìmìo, dando ad àlcuns L. 15, ad altro Vt o ad altro infine 19. 8i domanda quante persone aveva al 
suo servigio e come fece la repartisione, G. C.-L. 



1* Ritoluzkme. 

Se X persone ebbero 15 lire, y ne ebbero 17 e « ne ebbero 19, dovremo avere 

15x4-17y + 19»=100. 
Poniamo 

17y + 19« = 100 - l&r = f (2) da cui 



(1) 

f + 15z = 100. (3) 

Usando, al solito, il metodo di Hbrhite, poiché è 100 = 15 X 6 + 10 e l'equazione <' + Ihx' » 10 
ammette Tunica soluzione intera e non negaUva t* = 10, «' = 0, tutte le soluzioni intere e non 
negative della (3) saranno 

. « = 10 + 15m, X = n (m + « = 6) 

e quindi si ha il seguente prospetto 

m 



valori di 



n = X 






1 


2 


3 


4 


5 


6 


6 


5 


4 


8 


2 


1 





10 


25 


40 


55 


70 


85 


100 



(4) 



Per la (2), supposti eselusi, per la natura del problema, i valori nulli per y e e, dove essere 
evidentemente t^3Q 9 quindi vanno esclusi i primi due valori trovati per (, come pure va escluso 
Tnltimo valore che corrisponde al valore per x; rimangono quindi le sole ipotesi t = 40,55,70,85. 

Le equazioni (2) 

17y + 19« = 40 e 17y + 19« = 85 

non hanno soluzioni intere e positive mentre le altre due 

17y + 19*^55 e 17y + 19«--=70 

ammettono rispettivamente le soluzioni 

(1. 2) (3. 1). 

Kiepilogando quindi la (1) ammette le sole due soluzioni intere e positive seguenti (v. quadro (4)) 

(xi = 3, yi = l, n — 2), (xi = 2, s« = 3, *j-.-l). 

In entrambi i casi si ha x + y + « ~ ^> 

Le persone di servizio erano 6 e la distribuzione potè farsi in uno dei seguenti modi : 

10) a 3 persone L. 15, a i L. 17, e a 2 L. 19. (Infatti 15 X 3 + 17 + 19 X 2 = 100) 
20) a 2 persone , * 3 , e » i » (Infatti 15 X 2 + 17 X 3 + 19 = 100). 

2» Risolatone del sig. Ceiiini di Forti. 

Indicando con x il numero dalle persone di servizio si ha: 15x<100<19x, da eui si ricava: 
x<-Tr-; *>'T^ • poiché x deve essere intero si ha: x = 6. 

Dairenunciato apparisce che tre di queste persone hanno avuto rispetti viflnente lire 15, 17 e 19, 
per cui si ha la somma complessiva di lire 51. 

Supponiamo che anche le altre tre persone abbiano avuto rispettivamente la stessa somma 
delle prime; si avrebbe un totale di lire 102 ossia lire 2 in più. 

E dunque chiaro che neiripotesi fatta si è commesso uno di questi due errori : 

10) si sono calcolate lire 19 per una persona a cui furono assegnate solo 17 ; 
20) si sono calcolate lire 17 per una persona che ne ha avute solo 15. 

Nel primo caso sf ha la ripartizione seguente: a due persone lire 15, a tre lire 17, ad una lire 19. 
Infatti L. (15 . 2 -f 17 . 3 4" 19) = L. 100. 

Nel secondo caso si ha la ripartizione seguente: a tre persone Ure 15, ad una lira 17, a due lire 19. 
Infatti L. (15.3 4- 17 + 19.2) = L. 100. 

Altre risoluzioni dei predetti sigg. Angrltanl, Bonglnl, Costa, Qiannuzzf, Lombardi, kacOarfttl e 
Ventola. I sigg. Balvodere, Brenta, Cernuschl e Perez inviarono risoluzioni incomplete. 

(G. C.-L.) 



12° GIUOCO A CONCORSO. 

Tre paesi, B, G e D sono congiunti da una linea ferroviaria wiUfllneai A ò un quarto paese 
ebe dista 20 km. da D, 15 da B e 12 dalla linea ferroviaria. 

Un signore che abita in A; volendo recarsi in D dà ordine di attaccare la carrozaa • quando 
sta per salirvi, consultando l'orologio, vede con suo compiacimento, che, essendo allora le 14. potrà 
trovarsi alle ore 18 in D, come appunto gli ò necessario. 

Nel frattempo però una persona viene a parlargli per un affare urgente e lo trattiene parecchio 
tempo; quando finalmento è libero, consulta l'orologio, ma vede che ormai è tardi per recarsi a D 
in carrozza e pensa ad un tratto: * Il treno che porte da B alle 17,10' arriva a D alle 18 precise; 
andrb a C in carrozza e là salirò in treno .... Va bene che cosi percorro 4 km. di più, ma giungo 
in tempo „. Sale nella carrozza, che era da tanto tempo ad attenderlo, e giunge alla stazione 2 mi-' 
nuti prima dell'arrivo del treno che — cosa strana — era proprio in orario. 

Quanto tempo gli ha fatto perdere quella visita importuna? 6. C.-L, 

Le risolusioni si accettano fino al 81 dicembre p. v. 

La migliore risoluzione sarà pubblicata nei numeri successivi e all'autore, il sig. Giusti, scegliendo 
fra le proprie edisioni, manderà in premio due volumi di opere scolastiche scientifiche. 



FER iilDEKK. 

{Da]VARITSrKnCA di A. Spinblu D'Aquò od u$o dtlle dami V e 17 fl/mtHlariL 

(Pdg. 26) " Rette e piani — Perpendicolari. 

' Sin data nn pinnii, per «h. U 69. I ICDI;:), sul crntro del quale si tira U 

* retln AB, questa SM'à pecpetidiL'olaiB al piana piaposto. 

* Qiinndu una vetta iiicuiilra un piano (h) nitre rette sì dic« obliquu. Guardate 
' la lig. 2*. ta ietta AB è obliquR ai punti (CDKF) .. 

(Pag. 27) * Un pinnn è perpendicolare ad un altro piano quando ciascuno di 

* essi contiene una paraJlela all'altro ,. 

(Pag. 28) * Dicesi parallelopipedn il prisma «he ha le facce n due a due ABCD, 

* EFGH, ABEF, CDGH. ACFG, BDKH ,- 
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>|»retU del ■<(. D'Aet!i *i> preferiti da tatnni maeatrì ~ « aa di 






aoaa — > quella con^neri, pregevoli aotlo il (tiiplice eepelto.irie 


Plndi-i 


e, li C 




r odio d' 


tini. 


È par dlepraz») .. G. C.-L. 



OIUOCKCI FmOPOSTI. 



ire 1111 piccolo gregge: un suo compagno per buri, uvaii- 
, Bgli riapaea- ae io avesai a Tolla, più (, più J, più | ti 

Mata» 

iSTT. Una carta aomma è stata divisa in parti rguali fra pih parsone: sa ooeite foaaara 
aUt» -1 di più, ciuennn airehbe ricevuta nni lira meno e ae roBaer» alate 2 di meno, cliacnnn 
avrebbe ricevuto una lira di più. Trovare il nainaro della persone o il numeio delle lii-a luccata 

■ liaaeuno. Oeneraliiiare la qneatione. (Da tori* lacailii). 

>£y<S. In quanti modi diversi ai poasono dietrihuire 12 penane In StarroiiF.claafuna m 4 poali! 

S7&. Alln morte di nn tale, che puaisdava cinque atalilli di valore determinato, i duo 
nipoti A e S. die ai nteiievaim aoli eiadi. si diviacro l'eiedilà nel modo aegnenle: 

A ]", 2« e 3" st»bi1a. B 4» e 5", 

avendo coal diviao il patri aion io parfett.! mente per mela. 

Ha anilù funri un teiio nipote. C. per far valere i suol diritti e II tribunale amlae nna aen- 

A avesae gli stabili ™ a 4», Il )«ll stabili Ita. Ve C il 5° atablle^ ma A avrebbe dato L. 20000 

■ C in contanti. 

L'altro erede. C. fecenn contro-progetto e cioè: ' 

tivaiiiente L. ■•M'» e !.. ìóliOil. 

Hi domanda quanto vsleaae cisaennu atabile e quale foise il auo patrimonio. 

«2SO. (**| Un impiegato povfmatlvo per il suo (raaterimenlo dalla citlit B alla cittì C 

ii%li. '' 



la Isella critica clie dei libri di testo fere il cari», e eli.-"' collega Ciamberllni al con- 
r orino nei '«K. 

gli impiegati trasferiti per rngioni di sciviiio lo Slato concedo un'indennità di traafc- 
cioi per ociil membro della famiglia, esc! usi l h:imliini aotto ai tre anni, dà UO.IU por 
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MATEMATICA RICREATIVA. 

Far tutto db oh* rlgniHa qouU robria. liTolgcni ti rtdittort 

Dott. prot QÌdUo CardMO-Lajnes, t SaTona, Ti'a iju^t Cor/ti, Villa Garroni. 



SPIEGAZIONE DEI GIUOCHI 258, 267. 268, 269, 271, 272 e 273. 

^l^€t. CtMmiré inlintamtiU a «■ Itlangalt ABC ■■ trlngalB A'B'C' tu moia e*a i nr- 

C. rMHMIMJlI. 

RImIuIom del aig. llMrtra, S. L. di Bn*»>iii. 

RoppoaUi il problema rìaoluto iriina D. H I punti d' iorontro di BC ron la ratU AB' • n>B la 
panllgta ad AB' conilgtU par A'. Poieh* BC - C'A' e CA' = A'B'. HinKa BD ^ DH = HC. 

Di dì ia tignante coatrnzlDn*: ai prendano iDl laU BC. CA.AB 1 ponti D. E. F. in modo cte 
aia BD = ) BC ; CE - l CA ; AP = i AB. 

La irilx AD, BE, CF daterinin*Do il triingolo lithiMitn. .Bl pub InvenaDiente divoatrare (li« 
il trìlJigalo ottenuto la qnaato modo aoddiafa alle «ndliionl ritlilealr.) 

Altra rliolDiione fn inviaU dal aig. (Mlial di Fi»l\. — Il ti^. VaaMa. L. P. di Biifio. ha >-re- 
doto rhe il glnocD. com'era enonriato, faaie impoaaibila, a La ritenuta perciò ohe nall'emincialo 
di tato foaae ineorao quilche errore. 

C. Ctobcbliki. 

aer. r, ,.„,„' „^i, „ ^„,.p ai^or.-, n ,i.<.„^i ... H.^^- 1 

0. C.-I- 
RlMlailaiw. 

Se H elementi gono diapoéti 4n cirulo. potremo aempre eonaldarare toma primo dimeato ano 
qaalunqiie di eaai a stabilire il aenan aerondo il quale intrndlunio gnrredeni gli rleinenll a qnindì 

Dalle 9 rlaolaiioni penenuteei ne Harontramma aaatta aola 4 erioìanelK dei aigg. MyaMn, 
R. I. T. di Mtulna; BraaU • Camaaslil. R. I. T. dì roi-'oo a (Milal di Fani. 

(G. C.-L.) 



SOS. In tKimtl medi patiomo iirptr^t cii-cotni-mnlt 2n rlmml, a -li una 


•putì rdaéi 




r«.v«f.f 


h /atilltnliirt : In quanti modi pDIraniu HtDoiti a lacala S uiimlnl I 1! >rsn«'r 


.an^nMU-- 








Q. C-L. 


. l>RI«otttlow. 




lDdi«hiamo con (si. et... .ai.) una qnajunqna delle :n - 1 diaposiiionl ohe poaatamo ottantia 




porr» uno ifoi- 


lunque degli > elementi della seconda apacie: pai- porrà fra ai e n avrama a noe 


a diipciiiiiiae 


«.- 1 alenanti ; par porro fra oi a », ne aTrenio » — 2 a noeti» dispoaiiione e r 


al di eegaito: 




par por™ m 




delle aolatiaDi 






, . Kil caao di > = 5 »remo per il nomerò rieLioato |5 - 1 . ift_= S880. 










- 1): rhe eli- 






Dunque rei soli n elementi dilla prima apode ai Preliberò (n — 1): diapoaii 


oni In drtolD^ 


eoi Boti n elemenli dalla seronda apada ai fniabberQ pure (~ - 1) 1 diapoaiiloni in 


drrala. 


Ora prendiamo una delle dlapoaiiioni degli ■ elementi della prima aperia. ed n 






nferaiiia uni» 


ed in modo rhe gli elementi della prima aporie lieseano ■Iternati con quelli dalla 


•ernida-aenu 




\ una diepHi- 


tions dei in elementi. Poacin. tenendo flisi gli elemenli della prima ipede. ai 




della aeeonda in modo che un elemen» ei vada ad oci-upare il poeto di oi; n 




para il pueto di a,...; ai vada nd ocuupire ti poeto di ni e ai avrl una eeeonda 






cie^ eeWBdo- 




o nel moijo M 




- a. aped. .1 


BTraniiD ■ dlapoaizioni dal 2n elementi. E polrliì ai pnb eontbinire eieernna die 


poaiiloiH dwli 


olanonU della 1' apecie con cie.cnnn dagli eiamantl delia !■ eperia. e< l.a che il 


nnmere totale 




'. 



su LA RISOLUZIONE IN NUMERI INTERI 
DELL'EQUAZIONE LINEARE A DUE INCOGNITE (') 



Sia 



(UXo + «oXi = Ao 



(1) 



un'equazione di 1° grado nelie incognite a^exi-, senza togliere nulla 
alla generalità, poBaiamo sup[)oiTe che ai, </« e A-o siano non numeri 
razionali qualunque, ma numei-l interi e primi fra loro. £ noto poi che 
la condizione necessaria e sufficiente affinchè la (Ij ammetta soluzioni 
intere è che ai e Oo sieno primi fra loro; ammettiamo che sia verifì' 
cata anche questa condizione, e quindi sia iai| 4= la»!; supponiamo p. 

Esprimendo col simbolo 

D \d 



che dalla divisione di D per d si ha per quoziente q e per resto r, 
considerando, se occorre il <]uoziente per eccesso per ottenere il resto 
positivo, supponiamo ci-- ~--- 



Siccome per calcolare Ot, a,, ...aa si fanno le stesse operazioni 
che occorrono per trovare il M. G. D. di ao ed ai e per ipotesi ao e ai 
sono primi fra loro, si può supporre «,, = 1 e quindi an-fi^O. 

Mi propongo di dimostrare che le formule (*) 






aia» 



D"; 



■ + (■ 
• + (-!)■ 



«n-ianj 



(3) 



(•) Per nnltermiU il 



I, qnontnnqna ■!■ eguale ad I. 
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cioè 

x, = ai. S (— 1)'^' ^ J t a;, = ao S (— 1)'^;^ 
danno una soluzione intera della (1). 



Risolvendo la (1) rispetto s jio si ha 



deve risolvere in numeri interi l'equazione aiXt-\-atXi = kt, dalla 
quale ai ha: 

a;i=— ^; = «,-<?*r,-l- (5) 

da e 

e quindi si deve risolvere in numeri interi l'equazione atxt -\- a^E» = fh. 



SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA. 

In generale, se dalla formula 

-l+l 



19 



(^n— 1 ACn— I+l I I / 1 \i4.i ^n— l \ 

;; — ;; ;; — :;; r . . • + (— ir i — r-j 



'n-l+lflf 11—1+9 

si faa un valore intero per Xn^i, si ha anche, per le (7), dalla formula 



rTn-i-l = 



fln-I 



;; — TT^'n — n ^"•••+^— 1)'^— ri 

un valore intero per afn-i-i; quindi, per le (5), (6), (7), si avrà per xi 
un valore intero dato dalla formula 

a:,= a,f-^--^ + -^-... + {-l)^i^^^] (8) 

e per xo il corrispondente valore intero dato dalla formula 

a:o = aof-^-^ + — -... + (- 1)--^-^^). (9) 

Queste (8) (9) sono appunto le formule che volevamo stabilire. 

È bene avvertire però che in pratica, dopo avere trovato il va- 
lore di xi, sarà più conveniente, per trovare il valore corrispondente 
di Xo, usare la (4) invece della (9). 






Osservazione I. — Per costruire le (2), poiché abbiamo già osser- 
vato che per la ricerca di ai, as, . . . an si debbono fare le stesse ope- 
razioni che occorrono per la ricerca del M. C. D. dei numeri ao e aj , 
il calcolo può disporsi nel modo seguente: 





gì 


g« 


qs 


ao 


ai 


Oi 


Ob 


02 


Ob 


04, 


••• 



* • • 



gn-1 



On-1 




1 



e, riunendovi anche il calcolo delle successive k, il quadro precedente 
può scriversi: 





Qi 


aa 


aa 


ao 


Oi 


aa 


Qb 


ai 


• « • 




q'i 


q'2 


9'. 


Aro 


il 


h 


h 




intendendo che ogni ki, ad eccezione di ko, sia ottenuta come resto 
della divisione di ki^i per oi. 
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Osservazione II. — Se (a, §) e una soluzione intera dell'equazione 

aa; + 6y = A, (I) 

è evidente che { — a, 3), (a, — P), {— a, — p) sono rispettivamente so- 
luzioni intere delle equazioni : 



— ax'\~by = k ^ ax — by=^lc e — ax — by = k 



(II) 



e inversamente ; si potrà quindi, per comodità di calcolo, per risolvere 
un'equazione del tipo (II) risolvere la (I), cambiando poi convenien- 
temente il segno i segni nel modo indicato. 






ESBHPIO L 

Si ha: 



Risolvere in numeri interi l'equazione 

8a? + 5y = 91. 



ao = 8, 



ai = 5, Aro = 91 {xo = y, 

2 

1 



xt =a?) 





1 


1 
8 


1 
2 


8 


5 


3 


2 


1 
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1 




1 


91 


1 



91—8.2 ,, 
y = 5 =15 

6 quindi tutte le soluzioni intere sono date dalle formule 

a? = 2 — 59, y = 15 + 89. 

In particolare per 9 = — 1 si ha un'altra soluzione intera e positiva (7, 7). 
EsKKPio II. — Bieolvere in numeri interi l'equazione 

17a? + 38^=1000. 



Si ha: 



00 = 38, ai = 17, A:to = 1000 (aro=«, «i=y) 





2 


4 
4 


4 


38 


17 


1 


4 


1 









58 


3 
2 


2 


1000 


U 





y = 



« = 



\17.4 4.1/ 
1000 — 38 . (— 5) 



17 



= — 5 



= 70 






e 



6 qi 



e qi 



6 pc 



meb 
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m\mm som r quistione a concorso 



Le dimostrazioni pervenute sono quattro. Una dei sigg. De Bei, 
Scopinich e Pelosio, R. I. T. di Venezia, che, evidentemente, è in- 
sufficiente perchè, in sostanza, consiste solo nell'osservare che, ruo- 
tando la fi^ra attorno al centro del circolo inscritto, si hanno infiniti 
quadrangoli inscritti e circoscritti agli stessi due circoli mentre il 
quadrangolo resta sempre Io stesso. Una del sig. Scala, I. T. di Ca- 
tamaro^ che è errata, perchè vi si ammette che un quadrangolo che 
ha due angoli opposti eguali sia un rombo. Una del sig. La Spina, 
B. L T. di Catania, che è incompleta; e una del sig. Perez, R. L T. 
di Messina che non è elementare. 

Se i due ultimi completassero o trasformassero onportunamente 
le loro dimostrazioni, saremmo lieti di pubblicare e ai premiare la 
migliore. 

G. Pesci. 



.♦.-♦. 



73* QUISTIONE A CONCORSO 



Trovare la condizione necessaria e sufficiente che deve sussistere 
fra a, ò, e affinchè possano coesistere le equazioni 

y^ + i^ — 2ayz = Q, ;?" + a:" — 26x^ = 0, x" + y^ — 2cxy = 0. 

A. Bassi. 

Le rltoluzloiil devono ottore Inviate al prof. Qlulio Lazzari non più tardi del 31 gennaio 1907. 
La migliore risoluzione sarà pubUloata nel numeri sueoesslvi, e all'autore il sig. Qiusti, eoegllwido 
fra le proprie edizioni, manderà In premio due volumi di opere soolastlolie solentlllolie. 



CONCORSO PER L'ANNO X (4906-07). 

Saranno ammessi al concorso per il premio annuale tutti gli studenti di scuole 
secondarie, abbonati al nostro giornale, purché risolvano più di un quarto delle 
quistioni proposte durante il presente anno scolastico. 

La Redazione assegnerà il Premio Annuali (che consiste in tre libri di mate- 
matica o di fisica, scelti dall'editore Giusti nel suo catalogo) a quel* concorrente 
che giudicherà superiore agli altri, tenendo conto del numero delle quistioni riso- 
lute e dei pregi di queste risoluzioni. 

Tanto il vincitore del premio, come gli altri concorrenti che ne saranno giù- 
dicati degni, riceveranno un Diploma che attesti la loro diligenza e la loro atti- 
tudine agli studi scientifici. 

Infine saranno pubblicati i nomi di tutti i risolutori di più di un decimo delle 
quistioni proposte. 

Nel prossimo fascicolo sarà pubblicato il resoconto 
del concorso annuale delle quistioni dell'anno 1905*6. 
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eisoLmn delle gunioiii 

109, 715, J16, 111, H2, 151, 161, 163, 164, 169 e 1! 



'Vit9* Trovart la eondizion» neewaria e ntffieitnte affinehi It 
un'equaxiont cubica tiano in progrnsìont gtometriea. Quando tale ' 
verifieaia riaolvire l'equazioni. 

RiMluzione. 

Siano X],«i,iei le radici dell'equazione 

x' + pje* + qx + r = 0; 
ATtemo allora 

Xl +X3+Xl = — p 

I «la^ + «1*1 + nxt = g 

xiXtXt = — e 

XiXt = «»' 

Dalle (1), (2) dednciamo 

«l'+xi' + xs'^p' — 2g 
ossia per la (4), 

(«1 + «i)' — «1*» = p' — 2g 
(p + jci)' — «1* = p* — 2' 
da cai immediatamente: 



Dalla (3), (4) si ba poi 

u' = — I-, 

e qnindi, dal conh^mto delle (6), (7), emerge e) 
,.= 5^. 
Dalle (1), (4), (6) risulta che xi,Xi, bo- 



Bitolulori i aigg. AlgranatI, K. L. d 
*ina; Brenta, Cernutchi, Mosca, K. 1. 1 
laico, R. L. di Cuneo; Cera, Format 
U Spina, R. I. T. di Catania; Mar 
Venexia; Vaiaguisa, K. L. Beccarir 

■715. Trovare ì lati d'un 
levale del cimo di rotazione av 
la eomma dei cateti è equinalt 
inoltre che il rettangolo coni 
cateti ì equivalente al quadr 
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{ 



Risoluzione. 

Essendo Xj y, z le misure dell' ipotenusa e dei cateti del triangolo cercato, si ha 

a: (y + 2^) = a«, (1) 

{X - y> (ar - «) = fc«. (2) 

y« + 2* = xK (3) 

Sommando le (1), (2), e sottraendo la (3) dalla (1) divisa per x ed elevata a 
quadrato, si ha il sistema 

{«* + y« = «' + fc' 

ed eliminando yz da queste, si ha subito l'equazione 

a:* — 2 (a» + 6*) «« + a* = 0, (5) 

ovvero _ 

{x^ — i^hx — a«) UVH- i^hx - a«) = 0, 
che ha per radici 

^,j = ^(6±V2ÌM^); ^I} = f^(-6±V2ÌM^)- 

Di queste quattro radici, due sono da scartare perchè negative. Avendosi poi, 
dalla prima delle (4) 

yar = o« + ò* — ar«, (6) 

è facile vedere che dei due valori positivi di a; è accettabile solo quello per cui 

a* + 6» > a:». 



ossia 



e quindi dalla (6) 
e, per la (1) 



:r = ^(-6 + V2a«-h&«); (a) 



2 
Le (7), (8) danno finalmente 



yz^h V2a* -h b\ (7) 

y + « = $(& + V2o« + 6«). (8) 



y 



I = ^(6 + V2a* -f 6») ± -L yo« _|- 6» ~ 86 V2a« -f 6*. 



(P) 



Le ((x), (^) risolvono il problema, purché sia 



o« + fc'' :^ 36 V2a* + 6« 
|:^V2(4 + 3V2"). 

Bisolutori i sigg. Baduel, R. I. T. di Pei'ugia; Belvederi, R. I. T. di Messina; 
Bongini, Brenta, De Angelis, Cernuschi, Galleano, Mosca, R. 1. T. Costa, I. T. Priv. 
e Terracini, R. L. Cavour di Torino; Borselli e De Crlsioforl, L. P. di Napoli; Ca- 
saiasco. Chiesa e INarchisio, L. P. di Cuneo; Castaldi, Gilè e Reggio, R. I. T. di J^f- 
renze; Cera, Formato, Salonla e Sosso, L. P. di Caserta; Cirillo, Maracci e Urbani, 
R. 1. T. di Ancona; Cutore e La Spina, R. i. T. di Catania; De Castro, R. L. Bec- 
caria di Milano; Freguglia e lodi, R. 1. T. di Modena; Pelosio e Scopinich, R. L T. 
di Venezia, 

*TJO» Pél vertice C opposto ad A di un rettangolo ABCD si conduca una 
retta che seghi nei punti P e Q » prolungamenti dei lati AB ed AD, e si completi 
il rettangolo APRQ. Determinare i segmenti Al^ ed ÀQ tu modo che il volume g$' 
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nevaio dalla rotazùme del rettangolo APRQ intorno al lato AP <»a eguale al fo- 
lume di un altro cilindro avente U raggio della base eguale ad un segmento dato k 
€ l'altezza eguale ad AQ. QuaVè il più piccolo valore che si può dare a k ? come 
si trovano in questo caso i punti P Q? ««« 

Pongo AB » a; BC == ò; AP = ar, AQ = y. I triangoli simili APQ, BPC danno 

AP:AQ = BP:BC, ossia a;:y-= (a: — a) : &. 

hx = {X'-'a)y (1) 

Dalla (1) scende 

bx* — xy.x + axy = (a); ay* — xy . y -^ bxy =^ (P). 

Ciò premesso, per la condizione posta si ha 

ny^x = «fc*y» 
ovvero 

xy =r k\ (2) 

perciò le (a), (p) danno 

te" — ik'a? + aifc« = (a'); ay^ - k^y + 6ifc« = 
che danno : 

«lì k{k± Vik« — 4ab) . yi ) k{k± ^k*^^^Ub) 
E facile vedere che le solazioni sono: 



^^ = 2b ' 

AQ = ì^ ^^^ "■ ^""^^ • 



AP=r 

UQ = 



Jc {k — Va?» — 4ab) 
2b 

k (k H- VAt* — 4a6) 
2a 



2a 

Tutt'e due sono accettabili purché sia 

k* ^ 4a&, 
ovvero 

A;:>2Va*. 

Segue da ciò che il minimo valore di A; è 2^1 ab ^ ed allora è 

AP = 2a ; AQ = 26. 

ossia P, Q sono i simmetrici di A rispetto a B, D rispettivamente. 

Risolutori i sigg. Baduel, R. I. T. di Ferugia\ Belvedere, R. I. T. di Messina; 
Bongini, Brenta, Cernuschi, Costa 6., Gaileano, Mosca, R. 1. T. Costa I., De Angelis, 
R. L. P. e Terracini, R. L. di Torino; Campetti, I. T. P. di Lucca; Casaiasco e Mar- 
chisio, R. L. di Cuneo; Castaldi e Glie, R. 1. T. di Firenze; Cirillo, Maresca e Urbani, 
R. I. T. di Ancona; Cutore e La Spina, R. I. T. di Catania; De Castro, R. L. di 
Milano; Freguglia e lodi, R. I. T. di Modena; Papa, R. L T. di Napoli; Peiosio e 
Scopinicli, R. 1. T. di Venezia. 

9^Mm La somma dei quadrati delle distanze del circoncentro dai centri dei 
cerchi tangenti ai lati d'un triangolo è il triplo del quadrato del diametro del 
cerch io circoscritto . 

E. CUTORB. 

Risoluzione del sig. De Castro, R. Liceo Beccaria di Milano. 

Denotando con d^di^ (/s, (fs le distanze del circoncentro da T, J^, Ib, le, si ha 
(T. d'Eulero) 

rf « = R2 — 2Rr 

(fi« = R» + 2Rra 

(fjS = R« -j. 2Rib 

rf3 2 = R2 + 2Rrc, 



l' 



Tu. 



i. 



»<•* 
^ 






i - 
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e sommando membro a membro, e ricordando che 

r» + f -b + t'c — r = 4R, 

d* + di" + dt* + rf»* = 12R*. 



si trova 



(Fearhach) 



Altre risoluzioni dei sigg. Armenante di Caserta, Bongini, Costa G., Mosca, R. I. T. 
di Torino ; Casaiasco, Marchisio, R. L. di Cuneo ; Corsi-Tali, R. I. T. di Arezzo; Tu- 
tore, La Spina, R. I. T. di Catania; De Bei, Pelosio^ Scopinicli, R. I. T. di Venezia; 
lodi, R. I. T. di Modena; Marrani, R. I. T. di Ancona, 



A. Fakti. 



*74I2« Risolvere U sistema 

16 (a;* + y* + «* + «*) = 289 



xy 



— ZH^^Z-^- u = \ >• 
ar + y = 3 J 



E. CUTORB. 



Risoluzione del sig. De Castro, R. Liceo di Beccaria di Milano. 
Dalle identità: 

16 (ar* + y*) = 16 (a? + y)* - 64xy (x + y)« + 32a;V*, 
16 («* -h «*) = 16 (z + «)* — Uzu (z 4- «)* + 32««u*, 

si ha, ponendo xy^=t (e quindi zu=^t — f), e sommando, 

16 («* 4- y* + «* + tt*) = 64<* - 816< + 1665 = 289, 



ossia 
donde 




4i>~ 
/t = 2 


5U + 86 = 


Si hanno così i due sistemi 






* 


rX'\-y= 3 
ary- 2 

1 




^ 


43 
, 3 


che hanno rispettivamente per soluzioni 




37 
t ^" = 2 ' 




V.Hl 




[-}-|.i.vn 


< 


u 

z 

V à 


h; 


< 


io 


1 3 ± i V285 

r~ 4 • 



Riéoluzioni analoghe dei sigg. Armenante, Cera, FormatOi Salonia, R. L. di Ca- 
8«r<a; Bongini, Brenta, Cernuschi, Costa G., Mosca, R. I. T. di Torino: Casalasco, 
Chiesa, Marcliìsio, R. L. di Cuneo; Castaidi, Ciiìarugl, Glie, R. I. T. di Firenze; Cam- 
petti, 1. T. P. di Lucca; Cutore, La Spina, R. I. T. di Catania; De Bel, Garbeilotto, 
Pelosio, Scopinich, R. I. T. di Venezia; lodi, R. L T. di Modena; Magnani e Macchi, 
R. I. T. di Varese; Maracci, R. L T. di Ancona; Maccarati, R. L. di Benevento; 
Perez, R. I. T. di Messina, 

A. Fahtl 



Tom* Si considerino due rette perpendicolari Ox, Oy, due circonferenze Vuna 
di raggio a tangente in a Oa?, l'altra di raggio b tangente in ad Oy, ed in- 
fine una retta r che ruoti attorno ad 0. La retta r incontra le due circonferenze 




'••li"'»'".. ° "'»■.„■ °"3u,^ " '°-J ìA «•» JTfftt,' 

■ '-" . .f •«.4"'" '?S' '"?7*»..>> <;;;" '•«. , '■ 









"■ c,„ 






' ' Pooti 






»; 






'i 
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Sommando questa relazione colle altre analoghe ai ha 

(A;* + *b + *c) (a + 6 + e) — (aAr. + 6*rb 4- eie) = (a + 6 + e) R. 
V' Ma 

. ■ ak^ + bkh + ckc = 2S = 2pr, 

perciò 
:; k^-\'hy + kc='E + r. (3) 

OssBBVAzioHB. — Nella dimostrazione precedente è supposto che nessuno degli 
angoli del triangolo sia ottuso. Se per es. è ottuso l'angolo A, nelle relazioni pre- 
cedenti va posto — Ara in luogo di ì». Se però si conviene che k^, kh. Are rappre- 
V. sentine rispettivamente le distanze del punto dai tre lati precedute dal segno +» 

dal segno — , secondo che il punto si trova, rispetto a ciascun lato, dalla 
stessa parte o da bande opposte del vertice opposto, le relazione (3) è generale. 

Inviarono dimostrazioni basate su relazioni meno semplici tra gli elementi di 
un triangolo i sigg. Brenta, Bongini, Costa G. e Mosca, R. I. T. di Torino; Cutore 
e La Spina, R. I. T. di Catania, Il sig. Cernuschi dice che la dimostrazione può 
leggersi nella * Recente Geometria del triangolo , del prof. Alasia, e che si può 
dedurre da altra proprietà dimostrata dal Vercellin in un articolo di questo * Sop- 
plemento « (a. IX; fase. III). Le dimostrazioni inviate dai sigg. Casalasco, R. L. di 
Cuneo; De Bei, Peloslo e Scopinich, R. I. T. di Venezia si fondano su relazioni 
trigonometriche. 

C. Ctaxbbbliki. 

• 63» Costruire " geometricamente , un triangolo, conoscendo un lato, la dif- 
ferenza degli altri due, e la differenza delle altezze ad essi corrispondenti. 

M. ScopiiricH. 
1* Risoluzione del sig. Cutore, R. I. T. di Catania. 

Supposto risoluto il problema, sia R il raggio del circumcircolo del triangolo 
richiesto ABC; A' ed M i punti medi rispettivamente del lato BC e delFarco BC: 

1 l'incentro; D il punto in cui l'incerchio tocca il lato BC. Si ha 

(*c — fcb) : (ò — e) = a : 2R ; A'D = i (6 — e; MB = ML 

Da ciò segue la costruzione: Si determina 2R come quarto proporzionale dopo 
he — Ab, b — e ed a, e nella circonferenza di raggio R si adatta la corda BC = a; 
sul segmento AB si prende A'D = i(ò — e); da D si conduce la perpendicolare 
al lato BC, e si determina il suo punto d'incontro I con la circonferenza M (MB). 
Si prolunga MI sino ad incontrare in A la circonferenza circoscritta. Il trian- 
golo ABC è richiesto. 

Per la possibilità del problema, dovendo essere a<[2R, occorre 

he — /ib "^ 6 — e; e inoltre b — c<Ca- 

Soddisfatte tali condizioni, il problema ha una soluzione. 

2* Risoluzione del sig. Mosca, R. I. T. di Torino. 

Supposto il problema risoluto, siano BHb, CHc le altezze corrispondenti ai 
lati AC, AB. Presi sulle semirette CHc, CA i segmenti CN = Ae — hhf CM= b — e 
poiché 

he:hh= b:c; e quindi [he — hb) : Ab = (ò — e) : e, 
risulta 

MC : AB = NC : BHb , 

e poiché ABHb = MCN, il triangolo MNC è simile al triangolo rettangolo ABHb, 

e quindi NMC = BAC. Ora il triangolo rettangolo MNC si può costruire, quindi 
il problema dato si riduce all'altro la cui risoluzione è nota: Costruire un trian- 
golo, dato uu lato, l'angolo opposto e la differenza degli altri due lati. 

Inviarono altre buone risoluzioni i sigg. lodi, R. I. T. di Modena; De Bei, Po- 
losio e Scopinich, R. I. T. di Venezia, e Plancich, L. Priv. di Fortore (presso Fiume). 
Le risoluzioni dei sigg. Cernuschi, Bongini e Costa, R. I. T. di Torino, si basano su 
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relazioni trigonometriche; quelle degli ultimi due non sono geometriche com'era 
richiesto. Nella risoluzione del sig. Belvedere, R. I. T. di Messina, si suppone ad 
un certo punto nota l'altezza Ab» e ciò non è. — Altra risoluzione, non esposta 
in modo chiaro, fu inviata dal sig. La Spina, R. I. T. di Catania. 

C. ClAUBBBLINI. 

«tt^l* Una piastrella materiale di densità d e che ha la forma d'un qua- 
drato ABCD di lato 2», mantenuta pel vertice B al disopra di una massa liquida 
di densità 9, vi è lasciata cadere; essa galleggia verticalmente mantenendosi col 
vertice D opposto a B al disotto del livello del liquido. Se ne determini la posizione 
di equilibrio. 

C. Alasia. 

Risoluzione dei sigg. Bonglni e Costa, R. I. T. di Torino, 

Indicando con x la distanza del centro della piastrella dalla superficie li- 
bera del liquido, e osservando che i volumi della piastrella e della parte immersa 
sono proporzionali alle aree della faccia ABCD e della parte di essa che è im- 
mersa, e che perciò tali aree sono inversamente proporzionali alla densità della 
piastrella e del liquido, si ha: 

4a* : 4a« — (a ^2"— xT::Ò:d 
da cui 

f{x) = Òx* — 2a8 V2"a;— 2a« (8 -2rf) = 0. 

Le radici di questa equazione sono reali, perché A = 9 (9 — df) essendo necessa- 
riamente ò'I^d. Èsse sono: 

Xi 

x% 

Ma dovendo essere evidentemente x<Z(^ Ì^, sarà da ritenersi pel problema la 

sola radice 

o_ 

a?a = aV2"— — V8(5 — d) 
o 

la quale ò positiva, nulla o negativa secondo che è 9 — 2(2. 

Riassumendo, abbiamo : 

Se è d<C^<Z,2df il centro della piastrella è al disotto della superficie libera 
del liquido. 

Se è 9 s= (2, il centro della piastrella ò sulla superficie libera del liquido. 
Se è 9>»2(2, il centro della piastrella è fuori del liquido. 

Mandarono analoghe risoluzioni, giungendo agli stessi risultati, i sigg. Cuiore, 
R. I. T. di Catania) Mosca, R. L T. di Torino. 

Non giunsero a conclusioni esatte i sigg. Scopinich e Peloslo, R. I. T. di Ve- 
nezia; Brenta e Cernuschi, R. I. T. di Torino; La Spina, R. I. T. di Catania; 0. Cam- 
petti, L T. P. di Lucca. 



} = aV2"±yV9(9-.dJ. 



E. Namnbi. 



TliOm Risolvere il sistema 



G. Cabdoso-Laynes. 



Risoluzione. 

11 sistema proposto può scriversi: 

a?(a?— l)(a? — 2)...(a;-[y + l] + l) __g a?(a? - 1) (a? - 2) ... (a?-y + D 

Iv + i ' |y 

a; (a? - 1) (a? — 2) ... (a; — [y + 2] H- 1 ) _ 3 a;(a; - 1) (a; - 2) ... (a? — y + 1) 

|y + 2 ' \y 
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Costruzione. — Formato l'angolo ACB e descritto il cerchio di centro I e 

raggio dato, si prenda SD = H£ = AB. Si descriva il cerchio ex- inscritto in modo 
che tocchi nei punti D ed E, i prolungamenti dei lati AC, BC. 

Si conduca la tangente AB, comune ai due cerchi ed il triangolo ABC è quello 
che si richiede. 

Dettero risoluzioni analoghe alla precedente i sigg. Mosca del R. I. T. di To- 
rino e Belvedere del R. I. T. di Messina, 

Risoluzione del sig. lodi del R. I. T. di Modena, 

Sia BC il lato dato, a l'angolo opposte r il raggio del cerchio inscritto. 

Su BC descrivo un arco capace d'un angolo a e completo il cerchio. Sia D il 
pnnto medio dell'arco BC. Conduco a distanza r una parallela alla a. 

Per nota proprietà l'incentro si trova sul cerchio di centro D e raggio DB. 
Il punto comune a questo cerchio e alla parallela tracciata sarà Tiucentro. Così 
si costruirà il triangolo facilmente. 

Risoluzione analoga alla precedente mandò il sig. Scopinich del R. I. T. di 
Venezia. 

Non ritengo esatta la risoluzione del sig. La Spina del R. I. T. di Catania. (^) 

E. Nanmbi. 



-•••- 



QUISTIONI DA RISOLVERE 



801. Risolvere i sistemi 

y (1 + x') y (!-»') , 

xd+y')-''' a; (1 - j/«) - "• 

x»+Y 121 

a*x b*y _ àz 

y^z^ z^TT x*y* 

802. Risolvere l'equazione 

/i I I N C09 a; C08 {2x — a) ^ , . _ 
(1 + k) 7 r — = 1 + i cos 2x, 

803. Risolvere un triangolo rettangolo conoscendo i raggi dei 
cerchi inscritti nei due triangoli nei auali quello cercato è decom- 

5 osto dalla congiungente il vertice dell'angolo retto col punto medio 
eir ipotenusa. 

A. Bassi. 

_804. Dati i tre raggi OA, OB, OC, formanti gli angoli AOB = 

BOC = a, e dato A, determinare B e C in modo che A, OB, OC siano 
in grogressione aritmetica, e il triangolo ABC abbia un'area data. 
805. Nell'equazione x^ + bx^ -\- cx + d = Q determinare per 6, e, d 
valori reali tali che 6, e, d, siano le radici dell'equazione stessa. 

S. Catania. 

(^) È bene che i giovani accompagnino le loro risoluzioni, quando occorre, con una figura: por 
non obbligare il revisore a farla : tanto piii che Teirore di una lettera può bastare per far perdere 
parecchio tempo a chi non ne ha da buttar via ! 
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806. L'espressìond 

4 [a* + 6* — dò (a' + 6')] 
può mettersi sotto la forma A* + 3B*. 

807. Semplificare il polinomio 

(a — X,) (a — Xi) ...(a — x„) + 



'• Ih quanti modi n eUm*nii ai powono disporre «« n — 1 rttòbono parai eireotarmanta 
ed uno nal eantfof 

In particolare : In quanti modi poaaono diupòrai 19 bambini che giuocano in circolo, dandoai la 
mano duo a dua ad aceeMione di uno che aia nal mazzo a loro ? 

0. C.-L. 
RÌ89liizÌoiie. 

Uno qnalanqn* desìi n elementi pnò dispersi nel eentro; i rimanenti n — 1 (v. n. 267) pos- 
sono dispoi'sì in In — 2 modi e quindi potremo disporre gli n elementi dsU, nel modo indicato, 



in M . Il» — 2 modi diversi. 

Kel caso particolare di n = 12 il numero rìchiesto sarà 12. 110=: 48545600. 

Delle 9 risoluzioni pervenuteci erano esatte soltanto q«eUe dei predetti sigg. Belvedere. Brenta, 
Cellini e Cernnsclil. 

' (G. C.-L.) 

9 « 1 • Trorara la eoppia di numeri conaeeutiti che abbiano par aomma numeri rappraaantati 
da cifra tutta eguali, 

G. C.-L. 
Riaoiiizloiie. 

Indicando con x il minore dei due numeri consecutivi richiesti e con y il valore di una delle n 
cifre eguali del numero somma, dovremo avere: 

« + (r + 1) = y (10»-* + 10»^-* H- . , . + 10 -f 1). 

Intanto si pub osservare che y devo essere dispari, perchè tale è sempre la somma di due 
numeri intieri consecutivi ; poniamo y = 2i» + 1 fi<i avremo successivamente : 

2* -j- 1 = (2m + 1) ( 10"-» 4- 10»-* + . . . + lo + 1) 

= 2m (10»-' 4- 10»-' 4- . . . + 10 + 1) + (10"-* -j- 10»-* 4- ... -f 10 -f- 1) 

ar = 2m (10»-* + 10»-* -|- . . . + 10 -f 1) + 10 (10»"* + 10" "' -f . . , + 1) 

:r = IH (10»-> -f 10»-* 4- . . . + 10 -I- 1) + 5 (10»-* + 10»-* + . . . + 1) 

x=zm, 10»-* + (m -I- 5) (10°-* -j- 10»-» -j- . . . + 10 + 1). (1) 

Poiché deve essere 0<ly = 2m + 1^9. sarà 0^fN^4; inoltre, per la natura del problema, 
supporremo ti ^2. 

Facendo nella (1) m = 0, 1, 2, 3, 4 ed m = 2, 8, . . . , si hanno i seguenti valori per x : 






1 
3 



2 



05 



16 



27 



055 



166 



277 



38 



49 



388 



499 



é 


5 


0555 


05555 


1066 


16666 


2777 


zrm 


4999 


38888 


49999 



lufaHì : 

5-f 6 
55 + 56 



11 . 16+ 17 = 33 . 27+ 28 = 55 , 38 + 89 ^ 77 . 49 + 50 

IH , 166 + 167 = 333 , 277 + 278 rz-. 555 , 388 + 389 = 777 , 449 + 500 



99 
999 



Inviarono risoluzioni 1 sigg. Belvedere, Bonglel. Brenta. Cernmolii, Costa, laraccl e Perez. 

(G. C.-L.) 

Swr S, Indicando con (x. y. z, ...) il nutnaro che ai rappraafnta con le cifre x, J, z <fi- 

moatrara che aa {a. b, e, d) « (a + r, b 4- r, e + r. d -f- r) aono quadrati perfftti, h* (m, n) è la ra- 
dica quadrata di (a, b, e, d), i (m -f r, n + r) quella di (a + r, b + r, e + r. d + r). Trovare per quali 
numeri ai verifica queata proprietà. 

G. C.-L. 

Siano 

»« = 1000 (a + r) + 100 (h + r) + 10 (c+ ri + (d -^ r) , y2 - (10 m 4- «)« = 1000 a + 100 /. + lOc + d 

i due quadrati; dovremo avere: 

a4_ ys rollili-, cioè (jp-f-y)(.r-y)^ ll.lOl.f. 

Dovendo essere x + u'^x — ye 31<:i;< 100 (perchè a^ deve essere di 4 cffir<e>le sole ipotesi 
possibili sono; 

/jp + y = 101 r J--}-y = 101r(con#--l) 

Xjj — y— llr ^JF — y--ll. 

La 2* ipotesi si riduce ad un caso particolare della 1». perciò questa pub considerarsi come la 
sola ammissibile. Essendo x — ;/ =11 r, uè segue che se è y — 10 mi + n, sarà 

X -- 10 m 4- n + 11 r = 10 (w + f) + (n + ♦•) e d. d. 

Si avrà poi: 

j=i(101 +llr). y \K\in-\\r), 




Affliwbì I ed V ■bblma filod in 
uri ''<n * qo'D^i r^S. 

P«r r=l al ha x=^:-:. 
lahttl si hi M>^31M, iV 



ava. Tj-ocr. M„ ^wd.«. 



Fn i dati dal problen». Indi 

N" = ioooon 



10a + 6=U B perni; 
R. I. T. di Tirino : 1. 
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ONORANZE AL PROF, ULISSE DINI 



La facoltà di scienze deirUniversità di Pisa ha deliberato dì por- 
gere degno tributo di onore e d'affetto al suo decano, l'illustre 
prof. Ulisse Dini, senatore del Regno, nel quarantesimo anniversario 
della nomina di lui a professore; ed ha perciò pubblicato la seguente 
circolare, che sono lieto di portare a conoscenza dei lettori del 
'^ Supplemento al Periodico di Matematica ,. 

Pisa, gennaio 1907. 
Chiariasiino Signore^ 

Il 16 ottobre 1907 il prof. Ulisse Dini, senatore del Regno, compirà 
il 40^ anno dalla sua nomina a professore nell'Università di Pisa. 

A tutti i cultori della scienza sono noti i grandi meriti di lui come ma- 
tematico e come insegnante. 

Questa Facoltà di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali, che si onora 
di averlo nel suo seno, ha pensato in tale occasione di rivolgersi a quanti 
furono o sono del Dini o colleghi o discepoli o ammiratori della sua opera, 
perchè vogliano associarsi a lei nel far degnamente onore al grande maestro. 

Le invia pertanto una nota di sottoscrizione pregandola di voler aderire 
e raccogliere delle adesioni e delle offerte. 

Gk)n ossequio 

Pfr la Facoilà di Scienze Fisiche, Matematiche e Natnnli 

La Commissùrtie 

Prof. Mario Canavari, Preside della Facoltà 

Prof. Eugenio Bertini 

Prof. Onorato Nico letti, Segretario Cassiere. 

N.B. — Si prega di rimandare le note di sottoscrizione colle relative of- 
ferte non oltre il 30 aprile prossimo venturo all'indirizzo del prof. Onorato 
Nicoletti, Via S. Martino n. 3, p. 2°, Pisa. 



Il " Supplemento al Periodico di Matematica „ si associa con entu- 
siasmo alla bella iniziativa, e fa caldo appello a tutti i cultori della 
matematica, perchè vogliano concorrere a rendere la manifestazione 
degna del grande scienziato che si vuole onorare. 



specialmente si rivolge agli ìniiumeievoli piofeasoti ed ingegneri che 
in questi quarant'anni sono usciti dalla R. Univei-sità o dalla R. Scuola 
normale supeiioie di Pisa. Easi sono legione; e tutti, evocando le 
memorie vicine o lontane della vita di studenti, ricoidtino c)ie il Dini 
non è soltanto un grande scienziato, ma anche un maestro incompa- 
rabile, di una attività a tutta prova, sempre animato dal fuoco sacro 
dell'entusiasmo per la sua scienza, entusiasmo che sa comunicare ar 
suoi allievi. 

To sono certo che da tutte le parti d'Italia e dell'estero, ove sono 
stati dispersi dalle vicende della vita e della carriera, gli scolari del 
Dini vorranno inviare il loro contributo, affinchè nel nome grande del 
maestro si possa istituite (come so esseie nellu intenzioni dei promotori) 
qualche fondazione benefica a favore di studenti della facoltà che 
gli è sempre stata e gli è cosi cara, alla quale ha consacrato le 
forti energie del suo alto intelletto e del suo nobile cuore. 

Ed egli, il buon maestro, sarà felice di vedere che in un giorno 
solenne, il plebiscito di affetto riconoscente e di venerazione, che a 
lui tributano i suoi scolali del passato e del presente si converte 
in un'opera che renderà caro ed amato il suo nome anche agli sco- 
lari dell'avvenire. 

Coloro che desiderano maggiori informazioni e schiarimenti, pos- 
sono chiederli ad uno qualunque dei componenti la commissione. 

Le offerte che saranno inviate alla direzione del Periodico di mate- 
matica saranno trasmesse al Segretario- e a sai e re della commissione, e 
di esse verrà reso conto nel giornale. 

G. Lazzcri. 



EQUAZIONI 



In questo capitolo non posai 
zionali , in generale, giaccliè qn 
luppato che col anssidio dell'algi 
dì alcune equazioni irrazionali ci 
cazioni dell'algebra elementare. 

In ciò che segue intenderemo 
hnnno le stosse radici reali, e ciò 

Ammettiamo inoltre che fi{x) 
contengano fattori comnni. 

Ciò premesso andiamo a stat 

Teoreha. — La equazione: 

A" (a 
è equivalente aUa equazione: 

A( 

se m è dispari, ed è equivalenti 

, . A(x)-B(. 



deve essere anche 

ed inversamente. Quando n 

deve essere anche 

AW = BW 

ed ìnverBumente. 

Corollario I. — La ■ 



nm m = 2k + l ha tutte 
Eseìnpio. — La equa 



ha tutte le sue radici 

OWaWAppantl di XI 
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CoBoLLARio II. — La equazione (m = 2k) 

A« (1.-') _)_ A» (k-.) B« + . . . + A*B' '"-" + B» <*-" = 0, (5) 

ha tutte le sue radici immaginarie. 
2, Poniamo 

A=v/;, B=yf,, 

ed allora da quanto precede resulta: 
1°. Le equazioni 

sono respetlivamente equivalenti alle equazioni 

f,±f,=o. 

2 . La equazione 

v/.-vr.-» 

è equivalente alla equazione 

f,-f.=o. 

3r. La equazione 

v?i+ì//i=o 

ha le sue radici immaginarie. 

Dicendo risolvente la equazione razionale cbe ba le stesse radici 
reali di una equazione irrazionale, quanto precede si può anclie 
enunciare: 

La risolvente dell'equazione 

è legtiazione 

La risolvente della equazione 

VS_V/-, = 0, (IH) 

^ l'equazione 

f,-f,=o- av) 

La n'soJc«Rf« de^fa equazione 

A-/;=o. (VI) 

3. Le equazioni 

s ± V/i= 0. 

a) Lemma. — La equazione 

/-.■'-/■.-O (6) 

è la risolvente delle due equazioni 

f. + ì/S-O, (7) A-VS-o (81 
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e .se Xi e una radice reale d( 
secondo che si avrà fi (xi) < 

Da questo lemma si dedi 

L'equazione 



è la risolvente ddla equaziom 

secondo che respettivamenU 

Esempio. — èia da risolv 

ax-^-b- 

La risolvente di questa ì 

{a^ — a)3^ + 

in cui supponiamo 

(2ab - p)" - 

Se Xi è una radice di qu 

biamo detto innanzi, la Xi ape 

. ^ b 

ossia a?! > ; e se m cam 

a ' 

zione 

ax-^-b-^ 

La risoluzione completa < 

saper paragonare un numeri 
di 2^ grado, cosa già nota. 
b) Le equazioni _ 

Va 

Le radici reali delle equs 
sono le radici reali della eqi 

(Va 

ossia 

A+A 

e poiché la (9) non ha radio 
)e radici reali della (10); le 
dell'altra 

(A + A 

ossia le radici reali della 
che rendono 

A 

Osserviamo che unaradic 
mente 

/i(a)>0, 
oppure 

A(a)<0, 
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La cosa ei dimostra facilmente, oaaervando che ee per una radice 
reale a della (10) ai avesse 

A(a)<0,/Ì{»)>0,/i{a)>0, 
oppure 

A{a)<0,/;(«)<0,/i(a)>0. 

il primo membro della (4) verrebbe ad esprimerei mediante la somma 
di quantità tutta essenzialmente positive, ciò che escladerebbe la 
realità di a. 

S'intende bene che in tal caso la (5) mutasi nell'altra 
f, + f,-t.>0. 

Analogamente a quanto si è detto per la (10) si può concludere che 
le radici reali della (12) sono le radici reali della equazione 

V/i — VÀ+VA = 0, se rendono /i — /> + /'i<0, 

della equazione 

— }Ti + W*-i-Ìf* = ^ se rendono ~fi + f,-\- f»<0. 

Applicazione. — Risohere e discutere la eguaiione 

f{x) = Va: — « + V^ — ^ — V^ — "^i 
in cui ft > b > e. 

La risolvente di questa equazione è 

S(a!_o)»-2S(aT-a)(a:-J) = 0, 

3i« - 2x2« - (Sa" — 22oft) = 0, 

da cui ^ 

xt„ - i [Sa ± 2 Vi S(a-ft)*J, 

ciò che ci dice che la risolvente ha le sue radici reali. 

Discussione. — Una radice ri (t = 1, 2) della risolvente apparterrà 
' alla equazione proposta, se si avrà 

Xj > a ed Xi<a-\-b — e, 
oppure 

Xt<c ed" Xt>a + 6 — e. 

Ora, poiché /'(a) = — (6 — e)' ed /"(a + ft — c) = 4(fli — c)(6— e), si 
vede subito che solo la radice maggiore soddisfa alle prime, mentre, 
perchè è f{c) = — (a — by ed f{a-]rb — e) = 4 (a —c){b — e), si vede 
che le seconde non possono essere soddisfatte. In conclusione: la eqnn- 
zione proposta ammette solo la radice 

x = i[2:a + 2Vi2Cfl-An. 
Osservazione. — Per la costruzione della risolvente delle equa- 
zioni del tipo II ± V?i^** conviene formarsi il quadro di tutti Ì fat- 
tori polinomi che entrano in essa, e questo, naturalmente, per saper 
determinare a quali equazioni debbono appartenere le sue radici. 
La costruzione del suddetto quadro si ottiene facilmente così: 
Per il caso dì due radicali quadratici si hanno le equazioni 

Va4-V?ì=o. Va-Va=o. 
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Si deducono da queste due quelle per il caso di tre radicali qua- 
dratici, aggiungendo e sottraendo dai primo membro dì ciascuna di 
queste y^, e si ha 

V?i+v7ì+VS=o, VA-vr.+VS=o. 

Analogamente ei opera sui primi membri di queste equazioni col 
radicale quadratico ^U^, per il caso di quattro radicali, e così vìa. 
4. Equazioni con radicali cubici. 

a) Le radici reali della equazione 

h+Ìf-+ìf> = '> (TU) 

sono le radici reali della equazione 

(fi +f» + f>)' - 27 /•/./; = 0. (Vili) 

Infatti si lia identicamento 

da cui si trae clie le radici reali della (VII) sono le radici reali della 
equazione , 

2/;-3v7i77.=o; 

ma le radici reali di questa sono le radici reali dell'altra 

epperà la cosa è dimostrata. 

Osservazione. — La (Vili) vale l'altra 

fff — 3 Sf, V. - 21 fM = 0. 

EsEBCizio. — La risolvente della equazione 

^x+a+yx + b + Vx + e — O, (U) 

è 

gpo' — E(iJ)a: + (2:<i)' — 27afc — 0, 
opperò la (14) La una sola radice, espressa da 
(Za)' — 27 afe 
*~ 9 (So' -Sai)' 
e questa radice sarà positiva o negativa respettivamente, secondo che 

(So")"— 27ai»g0 
ossia, secondo che 

Va + '^b + VT J 0. 

b) Dalla identità 

( s fc)' - V. - 3 (Va + ir.) (Va + fc) ih + y%) 

i-iaulta cbe: 



38 SUPPLEHENTO AL PEBIODICO DI HATKHATICA. 

Le radici reali della equazione 

(zìr,r-zf,~o (15) 

aono anche le radici reali delle equazioni 

f, + f, = 0,f, + f.-0.f, + f.= (16) 

e reciprocamenta. D'altra parte le radici reali della (15) aono pure 
le radici reali dell'altra 

sV/;-fe=o (17) 

e reciprocamente — dunque le radici reali delle (16) sono le radici 
reali della (17) e reciprocamente. 
La equazione 



ba le radici 

a-\-b g + e ^ _ i + e 

Q. Candido. 
(Continua) 



RELAZIONE DEL CONCORSO ANNUALE 

[Anno IX — 1905-06) 



Secondo lo norme Btftbilite N. II ftono IX, Bono si 
pel 1905-06 tatti gli stodenti di Bcuale secandftrie che hHnno risoluto piii di 24 
fra le 98 quietìoni proposte nel corso deli' anno. Essi sono i giovimi indicati nel 
aeguunte elenco, ove accanto al nome di ciaacuDO si trova il numero compleaslvo 
delle quietioni che egli ha risolute, e fra parentesi il numero delle qnietioni a 
3 comprese fra le suddette. 



1. Sooplntoh, R. 1. T. di Tneiia. qaist. 32 (4) 



2. Cutor«, R. I. T. di Catania. 

3. CaniUKU, R. I. T. di Twmii. 

4. La «più, R. 1. T. di Ciluia. 

5. Petotle, R. 1. T. di Vtnetia. 

6. Mosca, R. 1. T. di Torino. 

7. Brenta, R. I. T. di ToHno. 

8. De B«l, R. I. T. di Venezia. 

9. Cotta, R. I. T. di Torino. 
10. Bonglni, R. I. T. di Torino. 



76(4) 
76(3) 
74(3) 
72 (3) 
68(1) 
66(3) 
5«(4) 
59(1) 
56(1) 



11. Caaalasco, R. L. di Cuneo, qui 
13. Haraccl, R.].T.di^nron(i. 

13. Jodl, R. 1. T. di Modena. 

14. De Cailr*, t. L. Bmcm h IUih. 

15. Urbani, R. I. T. di Ancona. 

16. Marchialo, R. L. di Cuneo. 

17. Terracini, R. L CiiHr 41 Ttriu. 

18. Catlaldi, R. 1. T. di firau. 

19. Fortunato, L. P.di Cagerla. 

20. Snlonia, L. P. di Cattrta. 



lai. 54 (2) 
51(1) 
50(1) 
40(2) 
84(1) 
31 

30(4) 
27(1) 
25(1) 



Tenuto conto della bont^ e del numero delle risoluEioni 
Diploma d'Onore di 1" grado, e il Pnaiito Anndale al sig. 

l»ffAR.10 SCOPllSriGH, R. I. T. di Venezia. 



stato conferito il 



6 la 
P 



qais 

l.( 
2.( 
3.( 
4.1 
5.( 
6.1 



pui 
cir< 

col 



fra 



8pei 



e 1 
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Tratti) abbastanza bene l'argomento, cercando di generalizzare la 
quistione proposta, il si^. 

D£ CASTRO, R. L. di Milano 
al quale fu inviato il premio promesso. 

Incompleta fu la risoluzione del sig. Perez. (') 

G. GUMBEKLIKI. 



Rltoluzione. — Sik ÀBC una poaiiioue qaalanqne del triangolo mobila, « spp- 
poDiamo che i lati AB, AG debbano dspettivameDte rimaner tangenti ai cerchi 
fiaai O] , Oi , dì raggi n , m . Se A'B'C è il triaDgolo eguale ad essa, coi Iati 
A'B', A'C passaoti riapettivamente per Oi , Oi e paralleli ed egualmente diretti 
ad AB. AC la aomma algebrica dei parallelogrammi BCC'B', CAA'C ABB'A' è 
nalla; e quindi ae a, b, t, d indicano i valori di BC, CA, AB e della diatanza 
delle parallele BC. B'C', sarà nulla la somma algebrica dei prodotti ad, a-u òri; e 
perciò d è costante. 

Sia Q l'altro punto d'incontro della circonfereoza OiOi A' colla parallela a BC 
condotta per A'. L'angolo OiA'U eeeendo uostaote, il ponto Q è un punto fisso. 
Ora la distanca della retta BC dal punto Q è somma algebrica della distanza 
(costante) di Q da B'C (eguale all'altezza del triangolo ABC corrispondenti a BC| 
e della distanza d\ perciò la retta BC inviluppa una circonferenza di centro S. 



BISOLIIZIOE DELL! ir QDISTIOIIE 1 CONCOGSO 



In oyni triangolo l'area del triangolo che ha per i 
ala a quello che ha per vtriici i piedi delle rimediane, 
diane tta al prodotto dell* aimedianc. 

R. Vbbokllih. 

Di questa quistione sono pervenute solamente quattro risoluzioni 
dei Bigg. Bonaiutl, K. I. T. di Modma; Cutore, R. I. T. di Catania; 
Loneo di Napoli; E. N. Barìsiea di Parigi. 



SUPPLEMENTO 



la quale espressione poti 
mente, e suggerita dal r 



Risoluzione del sig. Longo 

Chiamando M^, Mb, Me; 
e simediane del triangolo A£ 

AM'b = 
quindi 

AM'b 
Da ciò risulta cbe 

ABC 
e similmente 

ABC ■" (b* 4- e») (b 

Sommando membro a mei 

ABC — M^aM'bM^c ^fc 
ABC 

da cui, dopo facili riduzioni, 

M'.M'bM'c 



MaMbMc 

Ora abbiamo 

m\ 2bc 

queste, moltiplicate membro i 



/ • « 



e quindi, per la (1), 

M^MbMo : M'.i 



RISOLUZIONI DELLE Q 



• P. Risolvere Veqt 

sen* X + cos' a? + t§ 

2«. Se A', B', C sono i p\ i 
triangolo, eolla circonferenza \ 

ABC = 4R* cos A 

Casi particolari. 
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1". L'equuione data può BcTÌT«rsi : 



E, moltiplicando par a 



che, essendo sen*« + ena'i + Ma' 
da eni 



E poiché ò e 
l'equazione 



ha eheeen'x 


e cos» 


X sono le rad 


ih-"- 






die dev'essere 


a<l 


la (2) ha due 



Poiché la (1) porta per necessità che dev' 
zioni ; quindi le due radici, se son reali, eoa posiiire. 

La condizione di realth, essendo A ^ — — , è : 

1 ?_.^o. " 

4 1 - o ^ 

E poiché è 1 — a>0, ai fan: a + 7^0 donde a^~7, che è compatibile 
colla condizione precedente. Di più dovendo essere le radici positive della (2) non 
maggiori di I, la loro semisomma sarà non maggiore di uno: ma poiché la sa- 
misomma delle radici della (2) ò i, quest'ultima condizione è evidentemente aod- 
diafatta. Rimane quindi la sola condizione d'^ — 7. 

Con questa ipoteai, a' 



= i±l/i -è- 



Risolvettero il sistema con questo metodo, o segnendo procedimenti simili, i 
sigg. De Conz e Scoplnicb, R. I. T. di Vem^ia; Brenta, Cernute hi, Bonglnl, Cotta G-, 
Mosca, R. I. T. di Torino; sig* Fossa, I. T. P. di Baptnna; Catalaico, R. L. di 
Cuneo; La Spina, R. I. T. di Catania; Salonla. L. P. dì Casella; Maracci, R. ì. T. 
di jlncoHa. Nessuno però condusse bene la diacusaìone. 

2°. Risoluximu del sig. lodi, R. I. T. di Alodina. 

Se H„,Hb.H. sono i punti orlici del tr. AUC, i due triangoli H.Hi,Hc e A'B'C 
sono omotetici rispetto all'ortocentro H e il rapporto d'omotetia è ^ ; ed è 



Quindi: 

AC = 2R a 


en2'B; A'B' = 2Rsen2'C; 


Ed essendo 






.,„,„ A'C'.A'B.B'C 


si ha: 




A'B'C'=^sen2Bse 


n 2C"BeQ 2A"= I6R' cosi cos 



is A eoa B cos C (ssn 2A 4- aen 2] 



SUPPLEMENTO AL PEHIOE 
Se il triangolo dato ABC, i rettangolo, 



Mandarono analoghe risol azioni I aigg. 

Risolvettero antlie il problema, senza t 
i sigg. Culore e La Spina, R. I. T. di Catan 
plnich, K. 1. T. di Vtntxia. 



785. Sia ABCD vn quairUaUro insi 
e DG protiingali ti teghìno in F, e gli altri 
culo drterilto »u EF coni» dÌam«lro intente^ 

RItoluzioia. 

Siano 0, R il centro e il raggio del cer 
e G il punto medio di EF. Si ha 

20u' + 2 E(? = 
Ma (v. per es, Biltzbr, iYun., pag. 17 



OG" = EG" 

Questa relazione esprime la propoeizioi 

Inviarono risoluzioni analoghe alla pt 

Torino: Pelotlo e Scopiaich, R. 1. T. di Vii 

con una dimostrazione che non è completa. 

aigg. Bonfllnl e Coita. R. I. T. di Tofino. 



TrSS» In uni) »tmÌ-cÌrconfertnta di d 
CD = 2x, paralltla ni diamttro, ìi\ modo ti 
trimetro dato 2/>. DUeiUei-t il problema e 
todditfano ali» eonditìoni post», quello di 
regolar». 

Rltoluzieiw. 

Posto AC = BD = y, per i dati del prò 

ar + y + r 



y'=2,-(r 
Eliminando y fra le (1), (2) si ottiene ] 
f[x) = x*~2x[p-2r)Jt 
dalla quale si ha 

x = p — 2r±y 
e, per la (1), 

DisouMtOHB. — Poiché 2j; b la misura 

diametro 2r, dovrà essere «'^t'i inoltre p< 

Se è u — »■_<.»■ deve e 



■2r(p- 
.r(5.-- 



-, cioè J. ■ 



= r, y = 0), 
> e, cioè 
indo eia f 
^•Z ) abbia- 
i.y = rV 

che faa p 
soIuzìodì 

fl.0 






SUPPLEMENTO AL PE 
T8d« Dimostrare V identità: 



T ('" "" ''ì = T 

r=i \n — r/ r=j 



Risoluzione del sig. liosca, R. I. T. 
L'identità da dimostrare si può s< 

m 






m 



il 1^ membro dell'eguaglianza data pi 

(:z.V^(:zi)+(:il 
(:i,V^(:i.V'(:: 
(:r,V^(:-.V«(: 

Le altre risoluzioni pervenuteci ei 
TOS* Risolvere l'equazione 

ir" 

L'equazione come fu stampata n 
poteva riconoscere che nessun valore r 

l'intenzione del proponente essa avev 

Così modificata ò stata ben risolu 
]a risoluzione. 

Risoluzione del sig. Semenza del I 
L'equazione scritta deve contenen 
Probabilmente doveva essere: 

«ir 

Allora si può scrivere 

2x8-8x8+8x4 

equazione che è soddisfatta solo quac 

dalla quale si hanno le subito le radi 

ara = 

X3 = 
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Altre ciBolazioni àeì aig. Cutora, B. J. T. di Catania, il qua!* corregge l'er- 
rore e risolve esatUmente la quiitione; ed i sigg. Bonginl e fl. Coita, R. I. T. di 
Torino, i quali iuvUrono udb rieoluzioue iueaatts. A. Bibsi. 

«Va* In ogni quadrangolo interUtibilt, l* proiezioni oiiogonati dtl punto 
d'incontro dell* diagonali Jntn'ne «ut lati tono artici d'un quadrangolo eircotcril- 
tibiU od UH ctrchio, il rui diametro ì quarto proporzionale dopo raggio dtl 
eerehio eireoteritto, m» lato * la diitanea del lato oppoelo dal punto d'incontro 
delle diagonali. 

R. Vbrobllih. 

RlHlinlone. 

Siano riapettivaineiiU A', B', C, D* le proiezioai ortogonali del punto L d'in- 
contro della diagonali AC, BD d'un quadrangolo inacrittibile ABCD sui lati AB = a, 
BC = ò, CD = e, DA = d. Risulta sabito che le rette AL, B'L, . . . biaecano gli 
angoli A', B', . . . , poiché à, ad esempio 

B'ÀL = B^L = CBD = CAD = LAD" = L AD ; 

ne viene che A'B'C'D' è circoscritti bile a una circonfeienza di centro L. 
Ora abbiamo 

o . LC = . LA' = 6 . LD' = rf . LB' =3 m' (1) 

poicbè i triangoli ALB, CLD; BLC, ALD sono due a due simili, ed è inoltre 

a : 6 = aen ACB ; seti CAB = seu aSl : san CDL = LIX : LC. 

Detto p il raggio del cerchio inscritto al quadrangolo A'B'C'O', è 

p = LB' sen (fB*L = LB' sen ACD, 



Di questa quistione è pervenuta una sola riaoluzione del sig. Culore, R. I. T. di 
Catania. Egli però sbaglia uhiaroando 2B il raggio del cerchio circoscritto, mentre 
avrebbe dovuta dire diametro, quindi erroneamente dichiara che nell'enunciato del 
teorema è incorso un errore di svista. 

R. VSBOKLLIB. 

'VcS* Eieolfere il tittema 

2-\*' + xy + y' = 6. 

E. Di Cohz. 
Ritoluzione del proponente leggermente modificata. 
Posto X + ìf = ti, ')lxy=^v il sistema dato si traaforina nell'altro equivalente 
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» quindi la solazioDÌ del dato BftranDO quelle del eietema 

/,* j- h 
ix + y = 



jx + y = 



Su 



) offerte dalle radici dell'equazione di 2° grado i 



^ r 16»' 



t' + 6 ± V— af + lOa'b — Sa* 
4n 



Se a — e b è diverso da zero, il atstema non ha Boluzioni. 

Se n^^O e h=^(l, soddisfa il sistema qualunque coppia di nu 
Jore assoluto e di segni contrari e la coppia (0,0). 
Se a à dirsiso da zero, per l'esistenza di soluzioni dovrà esser 
— 36» + 10a'6 — 3a*>0 
aia 

86' — lOa't + da* = (36 — a*) (6 — 3a') '^ 



Al seguo d'uguaglianza corrisponde noa solusione doppia del sistema. 

A. Bissi. 

Altre ritohixioni dei ai^. Baiterino, Culore e Maugerl, R. I. T. di Catania; 
Basti e Bonsml, R. L. Beccaria, Lorenz e Semenza, R. I. T. di ìlUano: Bitoiti 
di ForR; Bonalati, R. I. T. di Modena; Bonglni e G. Coita, R. 1. T. di Torino; Bru- 
soni, R. 1. T. e Uvl, R. L. di Venezia; CeillttI, R. I. T. e Perelli di Roma; Givteri 
e Tevarolio, B. I. T. di Padova; Corrado, R. L. Miugbetti di Bologna; Ferrari di 
Pavia; Fsrrari e Magi, R. 1. T. di Ancona; Ferri, R. L. di Arezzo; Fredlanl e Ro- 
magnoli, R. 1. T. di Livorno; Oarottl, L. P. di Cremona; Genta, R. L. dì Cuneo; 
Guerrini, R. L. di Pesaro; Mancia, 1. T. di Spoleto; Manzi e Paribslll, L. P. di 
DoniodoMola; Maranglo, R. L. di Aquila; Mlchelettl, R. L. di Verona; Horeau, Badia 
Fiesolana di Firenze; Morocutti>Voria, R. Scuola Superiore Navale di Genova; Na- 
politano, R. I. T. e Salonla, L. dì Caserta ; Plauolc^ L. F. di Fortori; Tuvola, R. 1. T. 
di Mantova. 

A. Bissi. 



QUISTIONI DA RISOLVERE 



811. In un trapezio isoscele il quadrato della diagonale è equi- 
valente alla somma del rettangolo delle basi e del quadrato dì uno 
dei lati eguali. 

812. Sopra una circonferenza di diametro AB = 2r determinare 
un punto P in modo che le distanze di P da AB, da A e da B ab- 
biano una data eomma k. 

0. Cardoso-Laynes. 
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813. Risolvere l'equazioni 

a(fl4-x)(o + 23;)Cn + 3ar) = 6(6 + i)(ft + 2x)(fi + 3a:); 

xix-^a)(x-\-b){x-\-a + b) + h = 

j" — ar-'' = 3(l+x-). 

A. Bassi. 

814. Risolvere l'equazione 

.T-"** + x'{x* + l) + x=' 278. 

E.-N. Babisien. 

815. Dimostrare che nell'equazione 

Àiu- A' 

una radice è uguale alla somma delle altre due. 

S. Catania. 

816. Risolvere l'equazione 

{x' + 2«; + p) (.r' + p)* = 3a V + {^' + 3zx + 3) (x* - 2x + p)*. 

817. Dimostrare che l'equazione 

x' = y' + z° 
ammette una infinità di soluzioni in numeri interi, sapendo ohex-\-ì/ 
è una potenza «"•. 

G. Gakdido. 

818. Se su due lati del triangolo si prendono due punti (uno per 
ciascun lato) allineati col baricentro, il rettangolo dei due segmenti 
che essi determinano col vertice comune ai due lati su cui stanno, 
è equivalente alla somma dei rettangoli di ciascuno di essi e del- 
l'altro segmento determinato sull'altro lato. 

A. Borio. 

819. In ogni triangolo, le congiungenti, i vertici coi punti medii 
delle semicirconferenze costmite sui lati opposti come diametri, e 
situate tutte esternamente o tutte internamente rispetto al triangolo, 
concorrono in un punto. 

820. Le perpendicolari condotte ai lati d'un triangolo nei punti 
in cui essi lati (non prolungati) toccano i circoli exinscritti, concor- 
rono in un punto. Determinare la distanza di esso punto dal cir- 
concentro. 

R. Vercellin. 

Vi> aàlL'indlpsiidenift n. 7, non pia Urdi dal 5 mirro 1907. 



risolutori delle laiM. 70<i-II5 il uggiangn il Big. Corti. R. I. T. di IVc 
1 li iggluTigi il lig. ClrniiHkl, It. I. T. di Torino; a quelli dell* qai- 
sig. iMtl, R. L T. di Meitna. 



bx + ii^ll non li> 
&* + 4»=H immett 

5i + *» = 20 
li riinltnti con •laallt < 



•n» I ^ 2, , = 1 
eadantemanU pa 



vitlor! dt 1, I* 






u'di r."/" 


aita di 5 V 
groppi di « 


2). 3' 


e 4) : 


di.por.i n 


Uh llbreiia 



■ingoK piani dtJlKUbrariiii 
nn» dai tre vilari di zbìh » 
di y Bis A a qualln dai tra 
1 ■eguantl: (y. «Ui^o p.t- 



5 


* 




d« v.lan.1 


ó 


4 


3 




5 


* 


^ 


"•' "'"■"' 


J 


2 




8X4+1X3=20 
ÌX5+1X4+2XS=2< 
1X5+3X4+1X3=20 


I 





'^ 


1X5+5X3=20 
2X5+lX4+2X3--2^ 


' 




5 


IX5+5X3--M 
1XS+3X4+IX3=20 
1X5+3X.H-1XS=20 


3 


B 




80 


3 


a 


j 


eo 


3 





T 


M 



alM. BvMriM a ■•■nari. K. I, 



•1 di Forlì; Boiiio di i-ui.rmo: Carfulmo, L. dal Coli, r 
r Farri B.. R. L. di A-twi-: BlrbalDttB. R. 1. T. di Vinrim: 9mMì ii C-tmona; A 
;9otlla, L.P.di C„.„-ii.; Uvbanll a galoil*, R. I. di .S'oj'.'n»; liorwlettl, It. L. di 



RlMliBlaw. - 
eliarldattnafnn 
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no; BItoni e Calllnl di t'^yll; Borim, di l'»t,-me: Sottiri di 
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Firtutr: C*c*ra. L. della Baiì:a di Vava .naXnao} ; D'Aagalo e ■■ranoio. II. L. di ^variai Da Caro 
LiwiWrdl. R. L. di S«l,r-o: Ferrari, V. lì, L, di J»,o»<,; Farrtri f,^"- *— ' " - - - 



i; Farri M. a B., R. L. di 
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IL PROBLEMA DEL PONTE 




dC; llqDidrl- 
i «goall e punileli. ì un O 

. , , Ji li» BK - CH. DiiirenuiKlimnM rial Iriu 

tali CHM ■ MHA si hi CH = HA a ((ulnd b BK = 



oiuoatn PR.OFOSXI. 

tSSn. Fibbiiciml nni coroni di (èusnbi minr - dlua on antico ro ad un Mia — ma»»- 
landovi eppartuniDienta oro. rime, alligna a ferro; l'on ad il rama forinlno ) dalla corona, l'oro 
a d'i f«ri-o°lia davi prandara." ■ " "' ■ 

aSO. A a B tono dna (itti dlaUnd c( km ; dd battaUo piHe da A ad ore p ad arrida In B 
■d ore a; un altro baUello parta da B a^ o" P' ^■"'> sM"° giorno ad arriin ad A ad ore a'. A, 
quale ora e a quale distania da A i dus battelli ■'Inoraclanor — Diicaaaione. 

(Inparticolarapomp = 8. a = IS. p'.=-.li. B'=lTi J = B3.7S), 

^f^'V. Dato nn tiiangolo laoacata •oatmirna nn altro cba abbia lo ateiw parimalro a la 

U98, Detarralnare dd triangola rtttangolo i mi lati iieno miiBTiti da Dumari lattari ad 
inoltra l'arca ed il parimetro alano agpnMi dallo Bteaaa namaro. 

SS9. Datermlnars un triangolo ctal abbia I lati mianrati da tre nnmui conaacutlil a l'angolo 

eoo. Uetamilnare un triang. aapatdo che la mlann del ansi lati aono In nDn. Int^ conia- 
lo 1 . Tra grandi iUliani, nn nata, un «rtiata ad uno arienilata Tianro rlspattlva. 

aaltanto un anno a raateggiare il 3° centanarìo della naaeila dal poeta. Dira quali aleno qneati tre 
grandi, gapando aneha che dal prlnelplo dsll'E. V. alia naaclta dai posta panarono lOOD anni plb 
ebe dalla morte dallo ecieniiato ai noatrl giorni. - 

^9*f. In OD collegio 1 comittori gena ralm anta pagano 82 lira di ratta manalie riucann 
- ' ".—•■--- Ida rayi, .tictlut 
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tmSi 


Idi- CDXfira 
Hfl li.a l'-n 


3; 


di cri c*> Il a." . 


.™r'rS^: 


■Ig. 


nniuvro d«IJ 


I. T 

rol 


di ra<'<HD. 


"""■ 




r.-4x- 


HO 


-0 d»fui. 



S'T'A. r>'»<«>-. u« „um.,: 



.»ri 


N = 100^ + 10 


+ 




nun,»™ «reato, dm 


inoitr. 


doTendo cutro 




,. 


= 1i>(in^+!«)-^"= 



1 dna Dumerl die Boddiirnna alla coiidliiorit i 
ecl. Pani. Satrlim e ZuidwMI, c<l l sitig. Brtiità, 



>■ niutiulam de) sigg. Boii|l*l e Coati, R. 1 
LTiia «oli curioKs a 4 posti oi può empirò 
:;onsld«iito uno qu«lunqu« di questi s™P 

pare U 3* cnrroiics. In tutto allindi si linnno 
li. Ut nnt ne (:eiiHÌj«rìnmo mio: ad exiio sn^ 
ippi nella Ire tinoise, eioi ss iie utletraii 
:, di 1 poatl i'uns. si possono disporre in 



EQUAZIONI IRRAZIONALI 



(1) 



(Continunz. é fine v, fase, pitc) 



5. À quanto abbiamo detto innanzi stilla risoluzione delle *^ equa- 
zioni irrazionali « vogliamo aggiungere die talvolta si può ottenere 
la risoluzione di un'equazione per mezzo dell'impiego di nn incognita 
ausiliaria, come apparisce dal seguente esempio. 

Sia da risolvere la equazione 

k k k 

in )'{a + xf+ p Ì(a—xf+ q Va* — x^= 0. (1) 

Poiché la (1) non è verificata da x = a ed x = — a, essa è equi- 
valente uH'altra 

k k 



m 



i /a + x , l /fl— -a? , ^ 



e 



ponendo y~zir~^^y9 '^ (^) ^'^' 



viene 



da cui 



e poiché 



SI avrà 



w»y+p.y + ?=0, 






— q ± '^q^ — 4:mp 

a — X ^ 

x= a w I , • 
y^ + 1 



(2) 



Esercizi e note. 

6. Sia da risolvere la equazione 

La saà risolvente è 

(S/i» - 2 S/l/L)» - 64 U»f,f, = 0, (.-, A = 1, 2, 3, 4) 



(1) 



(2) 



(1) Da* miei 'Appunti di Algebra ,. 
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e possiiiino dedui'la o mediaiita la moltiplicazione, convenientemente 
fatta, dei primi membri delle otto equazioni 

v?; + 1^. + !'/;.+ v^=o. («) 

VA + V/. + t'/.-VA-0, (« 

i'K+v'/-.-\7;.+v7.-o, w 

u.-t?;.+vV.+iy'.=o. M 

V/. + v7.-17'.-VA-o, (/■) 

iy.-U.+tS-v7.-o, to) 

VA-V/.-v7. + vK=o, (k) 

come segue; mediante succesHÌve elevazioni a potenza: 
Si ha dulia (1) 



ossia 


(l7i + V/i)'-0f.-VV.)', 

/■.+/■.-/■.- A =- llTiS - VW. . 


enuo 


vamente elevando 
if, + f,-f.- 


a quadrato 


-iU.- 






+ 2^l6f,M;, 


da cu 


finalmente 










[(/i + f.-f.- 


f.)'-if/-- 


-if,M' 


-uf,f,f.n=o. 


ossia, 


come era stato enunciato 








(W-2Z[,W 


-6iU,M. 


-0. 


(i,* = l,2,3,4) 



Per procedere alla discussione della (1), osserviamo subito che nella 
sua risolvente entrano uiiA quaterna ed una teina di equazioni, nella 
prima delle quali i primi membri differiscono solamente per un se- 
gno e sono io), (e), (a), (e), nella senondti i primi membri differiscono 
per due segni e sono (/), (^). (/))■ Bantu etnbilire le condizioni di ap- 

Partenenza delle radici reali della (2) ad una di ciascuna quaterna, 
rendiamo la equazione 

Le radici reali di questa sono le radici reali dell'altra 
ossia 

A + A + f. - A + 2 V r,/. + 2 v>Vi + 2 vTiTì = 0, 

da cui si vede che affinchè una radice reale della risolvente verifichi 
questa e reciprocamente, si deve avere 

f,+h+f,-f,«). 

Le condizioni analoghe rÌ stabiliscono per le altre equazioni dello 
stesso tipo. 

Prendiamo ora la equazione 



■ I 

I 
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Analogamente le radici reali di questa sono le radici reali del- 
l'altra 

(Va+V/ì->7ì-Va)2V/ì=o 

ossia 

e le radici reali della risolvente sono le radici reali di questa e re- 
ciprocamente, purché si abbia 

(A + A -/■.-/*)' + 4 /i/i - 4 /i/i < 0. 

Analoghe condizioni di appartenenza si stabiliscono per le equa- 
zioni g ed h. 

Diurno della risoluzione della equazione (1) una 
Applicazione. — Risolcere e discutere la equazione 

}% + fc - V/. = 0. (n) 

Ponendo la ([i) sotto la forma 

si ha la sub^risolvente 

SA-2SV/7, = 0, (i,A = l,2,3) (v) 

e ponendo ora 

s/-i = cpi, V4A/;==>7«. vWs=V^, VW8=yTl. 

si ha la equazione _^ 

— qpi + Vcpa + 1^+1^ = (tc) 

di cui la risolvente è 



8 2 



[:pi^+S'^i»~2-^i*2;Yi-2(p2'^8-2'^aT4-29,cf4?-64cFiV^sT4=0, (p) 



e sostituendo in questa in luogo delle qpi le fi e facendo tutte le 
riduzioni, si ha la risolvente della (|x) 



SA* - 4SAYa + esAY,* - mif^Y^n = o. (?') 



Le radici reali della (p) sono le radici reali della (v), purché si 
abbia 

qpi* + cp« + 9 3 + qpi < 0, 
ossia, purché si abbia 

SA" - 2S/ÌA > M 

e le radici reali della (v) sono le radici reali della (|i), purché si 
abbia 

V/x + \7» - iù < 0. (X) 

In conclusione, le radici reali della (p') sono le radici reali della 
((Ji), purché siano soddisfatte le condizioni (x) e (X) contemporanea- 
mente. 

La risolvente della equazione 

4 4 4 

\x + « + V^ + ^ + V^ 4- e = 0, (^) 

(1) Cbelle, Voi. XIV, anno 1835, pag. 237 ^Forstemann). 
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è 

Mi'+Ni'+Pi' + R — 0, 
ili cui 

M — 375; N = 500So; P — 130 So" + 620 Sai ; 
Q = 4Sa'+124So'4 + 498aie; 
R = — Sa' + 4 Za'b — 6 So'i" + 124 So'Sc. 
7. Esercizio. — Bisohere e discutere la equazione 

Vx' — a' — i'+Vx' — (.'— e"— Va;" — e" — o" — » — 0. (1) 
La risolTente di questa equazione è 
((x"-ii'-i")"+(x"-*i-c")'+(a;"-c'-o')'+l"- 2(l'-<i"-l") (i'-J'-c*)) " 
i- 2 (l'-ll'-i'ì (x'-c'-(i')-2j:'(i'-o'-4')- 2 (i'-4"-c) (i'-c"-o') } + 
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Dalle identità 

a» + i»_(a + 6)»=-3a6(a-h6), 

a^ + b' — {a + bY = — 5ab{a + b)ià* + ab + b% 

à' + b' — {a + bY = — 7ab{a + b)ia' + ba + b*y, 

si ricava che: 

Le radici reali delle equazioni 

sono le radici reali delle equazioni 

In modo simile si può risolvere la seguente 
Questione. — Per quali valori di X, variabile da — ooa + oo, la 
equazione 

y4a:«--(X + l)a: — X + Vx" + a? — 2X — V^a:* — Xx — 3X*=0 

ha le sue radici reali e quali sono? 

Q. Candido 

OalaHna. 



4 • » 



UN PROBLEMA DI CALCOLO COMBINATORIO 



(Distribuzioni di kn elementi n ad n). 

Pub presentarsi qualche volta l'occasione di ricercare in quanti 
modi con kn elementi si possono formare k gruppi di n elementi cia- 
scuno; questo problema, di cui e un caso particolare il giuoco 278, 
proposto nel I fase, non si risolve, come può parere a prima vista, (^) 
applicando senz'altro le formule notissime del Calcolo combinatorio, 
e mi sembra che meriti di fermare un poco su di esso la nostra at- 
tenzione. (') 

Il numero cercato lo indicheremo con l > e lo diremo numero 
delle distribuzioni di kn dementi n ad n. 



1^ Metodo. — Se si tenesse conto anche dell'ordine dei gruppi, si 
potrebbe fare il seguente ragionamento: il 1^ gruppo si può formare 



(M E come è parso a quasi tutti i risolutori del giuoco 278. 

(S) Vedi una risoluzione di questo problema in Bellacchi, Lezioni td étercizt di Algebra eom- 
pléméniare, Tol. II. Firenze, Barbèra, 1899, pag. 32. (È usato un metodo simile al Ì9,) 
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in 1 I modi, il 2° gruppo, avendo a disposizione soltanto kn ~- » ele- 
menti, si pub formare in I 1 modi, cosicché il numero dei di- 



cosi procedendo, bì avrebbe che il numero dei diversi modi di for- 
mazione dei primi tre gruppi è 

W _rti-l)«V /(i-2)„\ _ 



a 



e finalmente il numero dei diversi modi di formazione dei k gi'uppi è 

e:)r-„"»)r7.^'")-n- 

Ma non tenendo conto dell'ordine secondo cui si succedono i k 
gruppi, dovremo dividere il numero trovato per il numero delle per- 
mutazioni di k elementi, cioè per |^, e quindi avremo: 

{'»"}-ie,r)r-,"")'ri.^'")-r-:i(:) <■. 

cioè 

\»/-|t(|»)> <2' 



2* Metodo. — Per formare il 1* gruppo si può immaginare ch'esso 
contenga un determinato elemento e, potendo a questo unire gli altri 

kn — 1 elementi in 1 ,1 modi, i modi di formazione del 1° gruppo 

saranno I - 1. Per formare il 2° gruppo abbiamo a nostra dispo- 
sizione Ali — tt elementi e quindi 

Analogamente si ha: 

U/c~lìn\ /ik-l)»~l\ ((k-2}n\ 

{t}-(t-/){;;}.' 

Moltiplicando membro a membro le & — 1 precedenti eguaglianze 
ed osservando che è evidentemente 11 =1, si ha 

{t'}=(t'r/)r-/lr')-r:r/) 
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6 poiché è 

(kn — l\_l_(kn\ ' /(A — l)n — 1\ 1_/(A:— l)n 

\n — l)''k\n)' \ n — 1 ) -^ k—l\ n 

•••In — ij 
la precedente si riduce alla (1), e quindi si ritrova la formul 



8^ Metodo. — Tenendo conto dell'ordine dei gruppi, 
tener conto dell'ordine degli elementi di ciascun gruppo 
cercato può considerarsi come il numero delle permuta 
elementi n ad n eguali, e quindi il numero cercato sareb 

ci!!/' - 

ma non tenendo conto dell'ordine dei gruppi, per le st€ 
già esposte per il V metodo, avremo: 

cioè la (2). 



MV 






Applichiamo la formula trovata ad alcuni problemi p 
1^ In quanti modi si possono distribuire 12 persone in 
ciascuna a 4 posti ? (Giuoco 278, Fase. I.) 
Risposta. 



ri2ì ijg 



5775. 



2^ In quanti modi si possono distribuire 10 oggetti diver 
sone, dando 2 oggetti a ciascuna? 
Risposta. 

110 



{'."}= 



'^\6 



|5 (,a ) 



= 945. 



3°. In quanti modi si possoìto distribuire 18 soldati in 
di 6 soldati ciascuna? 
Risposta. 

/18Ì 118 

l 6 / = ^Jgf = 2858856. 

4^ In quanti modi si possono distribuire le 28 pedine o 
quattro giuocatori, dandone 7 a ciascuno? 
Risposta. 

128 



m= 



|4 (|7 ) 



I = 19 688 264 481 600. 



G. Cakdoso 



Savima, 13 gennaio 1907. 
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l/>^ 



1^ Caso. — (Il triangolo ABC è acutangolo; Ha, Hb, He sono interni ai lati; 
la formula da dimostrarsi è CH^* = BHo .-HcA + BC . H^C) [fig. 1»]. 

Dai triangoli simili AH^C e BHbC e dagli altri due, pure simili, CBHc e 
ABHa, si ricava: 

BC : AC = HbC : H.C , AC : AB = Aflc : AHb 
e quindi : 

BC . a^C = AC . H^== AC . (AC — aIu) = A(? — AB . AH^ == 



e perciò: 



= A(?--(AHr+ IO) AHc = CHc* — BHc.HcA 



-2 



CHc = BHc • HcA ~f- BC . HaC. 



2*^ Caso. — (11 triangolo è ottusangolo in C ; H. e Hb sono esterni ai lati 
del triangolo ; la formula da dimostrarsi è CH^* = BHT. HTa — BC . É^C) [fig. 2»]. 
Dai triangoli simili BCHb, ACH» e dagli altri due ABHc e ACHe si deduce: 

BC . HJU == AC . H^ = AC (AH^ — AC) = AC . a5-- AC^ == 

== AB . AH^ — AC^ = (ah! -f H^B) AHT— AC* = H^B . AH7— CH? 
e quindi: 

CHe = BHc • AHc ■"" BC . HaC* 

3° Caso. — (Il triangolo è ottusangolo in B ; Ha e He sono esterni ai lati 
del triangolo; la formula da dimostrarsi è"cìn* = BC . ÌUC — BHT . HIA) [fig. 3*]. 
Dagli stessi triangoli simili considerati nel caso precedente si ha: 

BC . H^ = AC . H^ = A^* — AC . AH^= AC^ — HTa (H^ 



-2 



cioè: 



= CHc -|- HcA . BHc I 



2 



CHc" = BC . HaC — BHc . H'^A. 

4® Caso. — (Il triangolo è ottusangolo in A ; cfr. 3° caso). 

5^ Caso. — (Il triangolo è rettangolo in C; Ha coincide con C). 

La formula (1) diviene: 

CHc" = BH7 . H^ (;?• teot\ di Euclide), 

6^ Caso. — (Il triangolo è rettangolo iu A ; Ho coincide con A). 
La (1) diviene: 



2 



cioè : 



CHc = BC . HaC 



AC = BC . HaC (2<> teor. di Euclide). 

1° Caso. — (Il triangolo è rettangolo in B; cfr. 6^ caso). 
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DalU (1) si hk, divideado per AC a BC: 

Trnl UHI "bhT ìHa bc h^ 

AC UÈ ^ UB ' AC BC AC 
cioè, tenendo conto d«i vart cui, 

aen "a. BenTì = co» "A cos'è ± cos'u 

= eo8 A%os a~— co» (X + B) 
« finsi mente 

cauli + B) = co» 'AcosB'— son'Aseii b! 



RISOLUZIONI DEUE QUISTIOHI 794, 796, 797 E 739 



70-4. RUatirt n »!H4«ia 




*' = 7x + 8y (1) y' = 7y + Si 


(21 


C. Alisia 




RiioliRlone. — Sommuda le (1) e (2), abbiamo, 




,■ + ,' = IO 1, + ,) 


(S) 


oltraendo (2) da (1), 




x'-,--Hx-,). 


H) 


Per nna ben nota pTopoaiiione la (3) ò equivalente alle due equazioni 




« + » = 0, 


(5) 


»=-», + ,'-10. 


HI 






i-jr-0, 


PI 


l" + a:j + jl'-4. 


|8| 



Ei3olv«ndo or& BucceHsivamente i sistemi (5) (7); (5) (8); (6) (7); (6) (8J; ot- 
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Alcuni altri otUngono In sola eolazione i(l ± VlS), e Bono i sigg. Beliamo, 
I. T. di Ancona; Anioldl dì Bologna; Barbarlno e Mangarl, I. T. ài Catania; Givotil, 
L. di Cremona; Turoli, I. T. d[ Mantova; Guerrinl, L. di Petaro; Manola, 1. T. di 
Spoleto (che ottiene pure la boIuzÌodb 1*) e Foretti. 

Il Big. Romigfloll, 1. T. di LiEorno ottiene le Boluzioni 1* 8* e 4* e solo per 
la mancata con ei de razione d'un segno lasiiia sfuggirai la Boluzione 2*; Mlcheleltl, 
L. di Veneiia ai limita alia soluzione 2>; Semanza, 1. T. di Milano, Gettlttl, I. T. di 
Soma e Corrado, L, di Milano errano completamente U risoluzione, ed infine il 
Big. Pardo, di Pahnno; Blabiliace l'equazione dalla quale dovrebbe ricavare i va- 
lori i(l ± Vis), ma non la risolve, né accenna ad nlteriore discussione. 

C. ÀUBU. 
"VOtt* CoUruiri HH triangolo, dati i raggi dti ttrchi inacritto < eireoaeriUo 

R. TEItCBU.IK. 

1*. Hitolinione. — Sasendo: (V. ' Supplemento ,. Anno IS, Fase. Ili, pag. 33). 



K — ;;»■ 

si può avere r, come quarto proporzionale dopo h, — 2'', r e ht. Siamo in tal 
modo ricondotti al problema li dell» nota * Alcune identità... , (* Suppiejnento, 
Anno IX, Fnac. 111). 

Analoghe a questa sono le risoluzioni dei sigg. Bonglnl e Cotta di Torino; 
Manil e Paribelli, L. Cìv. di Domodo»*ola. 

2\ Ritoluilone del sig. Ciliare, K. I. T. di Catania. 

Trovato Ca, come nella precedente costrnzione, si costruÌ9i;a il medio propor- 
zionale fra 4K e e.— r, e si avrà la distanza U*. Allora le tre tangenti comuni 
ai cerchi 1 (r), \(r) formano il triangolo richiesto, 

La condizione di poasibilità è data da 

2i-<ft.<2B. 



11 aig. Corrado, K. L. di Bologna, trova 



e non accenna alla coatruzioDO. Il sig. Napolitano, R. I. T. di Caurta, infine, manda 
una risoluzione errata, giacché egli ammette la relazione 



a solamente quando il triangolo 



7'» «• Risolvere l'eguaxiont 









R. 


Vbrcbllih. 




sig. Coni, E. I. T. di Venezia. 
















dalla quale 


-1 +ÌT/2{x + 2a)][x^-l~, 


ì^2{x 


+ 2o)] , 
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e ai aeinde nelle da« 

ar» + i ì/2x + 2afii-l = 0, 

dalla quale si ricava 

:;}-f{-<±vn;i^-); ;;}-f(i±VTTwr,). 

Fra le Tisoluzioni ricevute tre eona aiioili alla preeed«t)t«; ma in esse ai itera 
il gr»v« errore di dedurre d»lla (1) la sola equazione 

i*-l = (i + 2a)Vf. 

Altri tre risolutori credono che nell'enunciato aia incorao un «nere. Odo di «ui 
s'occupa dell'equazione 

»' + So (a^ - n) + 1 = 0, 
e gli altri due della 

x' — Sa(x + a} + l = 0. 

I aigg. BonginF e Cotta di Torino, e Samenu, R. 1. T. di Milano, risolvono 
l'equazione proposta applicando metodi generali. 

Infine abbiamo ricevuto una risoluzione campletamento sbagliata, in cui, fra 
l'altro, è detto che da 



y = — 4a ± y (*ic). 



790* Bisohert il tiilniia 
l'tx' 



•■•i x + */ + » + " = 'i 
'Xxif + ru = g* 



E. De Conz. 



rappresenta un'incognita ausiliare sarà u+B^H—t; 



viluppando, ridncendo e ricavandone z si otterrà: 



x + !, = n± Vm' + }■-«'. (I) « + e = n T V«' + 9'-n\ (2) 

badando cbe nella (I) e nella (2} si debbono prendere contemporaneamente i segni 
superiori o i eagni interiori. 

Ora dalla 1* del sistema dato al ricava: 

{X + n)' _ «.' = 2:ry, (3) (u + e)' - «» = 2m», (4) 

e tenendo conto, per la (3), della (1); per la (4), della (2), ai avrà: 
2xy = n' — m' + a' ± 2«a = g' ± 2m« 2uv = n' — m* + 1' T 2nv = g* T 2i«z 

onde 

X!/ = iq*±m. (5) „B = i g' q: „,, (6) 

ido che ponendo in sistema la (1) con la [5) si dovranno tenere in en- 
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trambe i medesimi segni e così per la (2) rispetto alla (6). Ne risulta che tutte 
e sole le soluzioni del sistema dato sono quelle dei due sistemi risolventi 



(«) 



^y = i 3* — »«f 
Il -h r = n + « 



(P) 



ary = i ^' + n* 

UDO dei quali si ricava dall'altro scambiandovi x con te e y con r. 

Se quindi indichiamo con 91 e qpt due incognite ausiliarie i valori di x e y, 
di f« e « saranno rispettivamente forniti dalle radici delle equazioni quadratiche 

91* — (n + 2?) (pi + i 3* -h nar = (7) 

q>2* — (n — «) <f 8 + i 2* — iiar = (8) 

ossia si avrà 

ti, ar \ _ n + g ± V(>t ~ g)« ~ 2<y* 

2 



I, ari 

'. y/ 



(9) 



y» *^/ 



n — if ± V(n + z)«—22* 



(10) 



cosicché se con A e B indichiamo, per semplicità, le radici della (7), con C, D 
quelle della (8) i sistemi di valori che soddisfano i sistemi (a) e (3) sono i se- 
guenti : 





Si sono ottenute così le otto soluzioni del sistema dato: i valori che le co- 
stituiscono non differiscono da una soluzione all'altra che per l'ordine. Ciò si po- 
teva dedurre a pHorij osservando che il sistema dato rimane inalterato se vi si 
inverte x con y oppure w con r, oppure x con y e u con v, od anche x con u 
e y con v, o x con f e y con u, 

DiscussioKE. — Come prima condizione per l'esistenza di soluzioni dovrà es- 
sere z reale. Quindi converrà distinguere le ipotesi: 

n* > m« + q\ «« = m« + q\ 11* < m* -f q\ 

I. Se n*>>fn'-t-<7^ il sistema dato non ha soluzioni reali. 

IL Se n* = m*-h3^ = 0: i due sistemi a) e P) sono identici: 

C = A, D = B 

le soluzioni del dato si riducono a quattro 



\x = X 


ra: = B 


rx==A 


ru = B 


y = B 

tt = A 


y = A 
u = A 




y-A 

M = B 


lf7 = B 


U = B 


U = A 


[v = A. 



allorquando (vedi la (9) e la (10)) sia verificata la condizione: 

n*>2q^ 
oppure, per la n* = m* + 3', sia: 

w*>g* o, infine m>-g. 

Se invece m=: q, le radici della (9) o della (10) sono uguali, A = B, e i sistemi 
precedenti si riducono all'unico 

^ = A, y = A, « = A, f? = A, 
essendo poi 

A=sifi. 

Se infine m<Zq non abbiamo soltizioni, 

III. Sia ora 

n»<m» + ff*; (11) 
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z è rtalr, poxìliro t non ntdto ; per l'erintenxa di una fnliaìone (e quindi di tutte] 
dofrà esBere, ronlemporaneamenlr, p«r Ir (9) e p«r la (10) 

in - *)• > 2a', (12ì (n + «)•> 29', (13) 

eseminando a parta i casi cha rìgnardano la raditi doiiyie della 19) a della (10). 

Delle due (12) e (13) baeterà evldeutemeote aia verificata la (12), perchè allora 
a piii forte rngioiie Io saia la |13). 

Sviluppando, tenendo conto del valore dit, e riducendo, dallai (12) si ricava: 
2,«<H.'-g'. (12)' 

Ora se «11^7 la (12)' non può essere soddisfatta; quindi il sìttems non ha 
solu!Ìont. 





.rt r,5„.-,oi.,.. 


4h' (m» + 9' - ..*)< (Mi' - 9)», 




u< - 4..' (>H»4 a') + ('»' - s'j- >o. 


(141 


Risolvendo rispellu ad n' si trova 




, .»' + 9'±2,.,7 (".±91' 




2 2 




perchè sia verìficnts la (14) dovrà essere 




■.■>!^', 


(15) 


ppare 


(Iti 


La (15) equivale alla 




■■>"^- 


(17) 






V-2 


(18) 



ido che la (18) assorbe la (II), si avrà 



Vi 
Circa le soluzioni doppie della (9) e della (10) s 



Ora te ai verifica la (19) dovrà essere ui^g, dovendosi escludere, per dato, 
valori negativi di n. 

Sia m>q: la (20) non potrà veriflcarsì, bensì la (13) : ma le radici della (19) 



dovendo scartare, per l'ipotesi, valori negativi di n : le otto solusionì del sistema 
dato ai ridurranno a quattro, se 
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824. Se Ki , Ki , Ki , K* sono i punti in cui una trasversale taglia 
rispettivamente i lati AB, BG, CD, DA di un trapezio ABCD, di- 
mostrare la relazione 

AK, . BK, . CK, . DK»= BK, . CK, . DK, . AK, . 

825. Costruire ' geometrìcamento ^ un triangolo, dati un angolo 
e le distanze dei piedi delle bisettiici interna ed eatermi dal piede 
della mediana relative. B. e G. 

826. Risolvere l'equazione 



iat'~a)-, = ^[-^-(cx*-a)^ 



E. De Conz. 



827. Un pezzo di metallo il cui coefficiente di dilatazione lineare 
è k, immerso nel mercurio subisoe la spinta So alla temperatura di 0", 
e la spinta % alla temperatura di t". Dedurre da questi dati, il coeffi- 
ciente di dilatazione assoluta del mercurio. ^^^^ 

828. Il triangolo Ti che ha per vertici i baricentri de! trian- 
goli Ti, Ti, Ts che si ottengono cougiungendo il baricentro di un trian- 
golo dato T coi vertici è omotetico a quest'ultimo, e la sua area ne 
è i. 

L'area dell'esagono convesso che ha per vertici i punti medi dei 
lati dei lati dei triangoli T, T,, T,, T,, è metà dell'area di T. 

L'area dell'esagono che ha per vertici i baricentri dei trian- 
goli Ti, Tt, Ti e i punti medi dei loro Iati comuni è il triplo di quella 
del triangolo Ti. M. Scalabrini. 

829. Detta a una radice dell'equazione 

z* — 2qz* + (P'" + S* — 4*) z + P*" + '■' — W = 0, 
l'equazione 

X* + pa:* + gx' + rx + s = 0, 
si scinde nelle due seguenti 

x*-hiip~y 7^^i^ )x + \[q-a + \' (q~ur-is ]=^0, 

x' + iip'h^p'-i^)x + i[q-Oi--\'{q~a)'~isì=0. 

630. Costruire un triangolo, conoscendo il raggio del cerchio cir- 
coscritto, la differenza di due angoli e la distanza fra l'incentro e 
il vertice dell'altro. R. Vercellin. 

K. B. — L« ritaluioDi di qaaata qDÌ>tÌoni davano eatert iuiiita itpnf. O. Lizisu. Lirorno. 
Via dall'lndipendanu n. 7. nmi piii tardi dal 31 mario IftOI. 



iIlB riiolni. dalla qolat. 7», S- riga ini 
a rìnuantlTa dal In diacnsalone. 3> i 
riioluilane della quiaUonfl 789 ft pag. 45, in« 



il gnudrn rìiuantlTa dal In diacnsalone. 3> riga. 
NallB rlaoluilone della quiaUona 789 ft pag. H 

(::3-(::3+(::3^ ■'-«■ (:;3-(::3+(::J)-' 



^ ' &• Alla morte di un tale che posredeva cinque stabili di valore determinato, i due ni» 
poti A « B, che »i ritenevano eoli eredi, ¥i divisero Veredità nel modo seguente: 

A 10, 20 e 30 stabile. B 4^ e 50. 

avendo coe\ divieo il patrimonio perfettamente per metà. * 

Ma saltò fuori un terzo nipote G per far valere i suoi diritti e il tribunale emine una sentenza, 
pwr la quale ai tre nipoti spettava eguale quota. 

I due primi fecero il seguente progttto di divisione: 

A aveaee gli stabili 2» « 4», B gli stabili io 30 « il 50 stabile; ma A avrebbe dato L. 20000 
a C in contanti. 

L'altro erede, G, fece un contro-progetto e cioè: 

A avesse il 1» ed il 5o stabile, B il 20 ed il 3P ed egli il 4», purché A « B gli dessero rispettiva- 
mente L. 25000 e h. 15000. 

Si domanda quanto valesse eiaeeuno stabile e quale foese il patrimonio. 

(0. G.-L.) 

RItolozIon*. 1 

Indicando rispettivamente ron J. y, e, u. v il valore degli stabili V, 29, 3P, 40 e 50. prendendo 
por niittà di misura il migliaio di lire, avremo: 

y-j-M -20-- j:-f * (2) 

t> + 20 — a- 4- « (3) 

.T -{-v- 25 - « 4- 40 (4) 

y + e-15 = u4-40 (5) 

Sommando membro a membro le (3) (5\ e tenendo conto della (1), si ha 

«=-75. 

Sommando le (2) (4), tenendo eonto del valore trovato per t, si ha 

p-\v- 160. (6) 

Sommando inveee le (1) (2). si ha 

2y - U -rr 20. (7) 

Dalle (6) (7), si ha subito 

y 80. v-^ìWL 

Dalla (5) si ricava 

u =^ y + 20 -^ 80, 
e dalla (3) 

or = 45, 

dunque i cinque stabili valgono rispettivamente L. 45000, L. COOOO, L. 75000. L. 80000. L. 100000. 
e il patrimonio del defunto h di L. ;{00000. 
(Verìfica) 

1» Divisione : 





A 




B 


1» stabile 


L. 


45(KX) 


4*> stabile L. 


80000 




« 


60000 


■•''»« , • . 


100000 


3« , 


« 


75000 

1H(MJ00 








180000 



Propetto di. A e B 



A 


B 


B 


20 stabile 
40 , 


L. 

L. 


fiOOOO 
8W00 


10 stabile 
3» « 


L. 
h. 


45000 
75000 


50 stabile L. 
Avere da A „ 

L. 


100000 
20000 


Dare a C 


14(K>00 

2(N)00 






120UU0 


120000 


12001M) 



10 stabile 
Dai e a G 



L. 



L. 



L. 



4r)0«KJ 
100000 



U.'OOO 
250(iO 



Progetto di C ; 



20 stabile L. 
30 



Darò a 



60000 

7r.ooo 



IJIMKIU 



l:ì5ooo 
i:.(jOo 

L. I 120U(H) 1 



G 



40 stabile L. 
Avere da A , 



• B . 



8(i(KX) 
25000 
15000 



12U(KI0 



Inviarono risoluzioni i predetti si^s. Belvedere. Bitossl. Bongini, Borino. CastìDlioni. Cerere. Celllni. 
Cotta. De Caro. Ferrati F.. Ferrai! V.. Jogna, Qavotti, OarbeloUo, Levi. Lombardi, Maugeri. MichelettI, 
SaJonla. Satriano. Semenza ed i nìg^. Barberino. K. 1. T. di Catania e Bottarl, di Vanto. 

Oltre a queste, due risoluzioni errate. (G. G.-L.) 



nUndi^^ilà di L. IMI; ruorckl nxrfo al 
iHlflia dtì Tnvvt. 



In B a C, la km.. • con y 11 nun«n> dai «.mponuti 



■ futpiglls deirimpitgito, d hall *l 

(O.IS X 100 4-0,11 (a- 1001) V <=^ IW 
[0,MX100 + 0,ll(.r + «-10l))](B-l) = leS. 
La 2* aquizians t"'<> «iridarli : 

(o.ia X 100+ 0.11 u- 1001) IF+0.IIX7V- (0.18 X i«o+o,iiu + 7s-ioi))] = ie& 

I tantndo conto dallk 1*, ai bi, dopo aMgalU I* ridailonh 

75,r - * = 75 da «Il I = 7S (ir - 11. (1) 

joatituanda nella 1* aquaiiona • rldueendo, al h* 

33yi-. 19^-. 780 = 0. 
U ani. tnlueianda In raitlra negativa, al h> y i= B a aaitituinda naila (Il ■! ■■■ z - SOO, qoindi 
a diaCinia da B a C à 300 km,, a par lonatgitiuia qndla da A a B i di 378 ka.. a la bnilglii 
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' »<»4. Trovare n 

biOC Trovare n 
egnali pure eteno le ullii 



■ alano eguali Ira loro ad 
ne aveaai it doppio piii 3 



— 0~- In q«.-inll modi ■! poaaono diapor» 1 pnn.l eei nnmerì naturali an la Orcio di un 
ubo? Inon risn«r,lanrtQ come di.ereo quella <|Wil>n»oni cl.o potaono otlonerai runa dall'ali» 



I 40 c.irte da giuqpo qtial'è la probabilità di fi 

II P e Q di dne Ralla «..pra un bigllardo di dim 



SOS. Con un 

SÌGO.DaUIo. _, _ „ _ .. ^ 

niesM delle disUnsa cli>«.t, hanno da due «pondo, troiate in oSn'l punto' d'i una dilla apondal 

i'ttyO. Hi liinno moneto da 5. da 20 e d. 25 reiitceiini e tìai nna lira par e 

moneto; ai vuoi dare una lira per ciaBriiiia a tra persone; qua-' •- '■-•— 

deve dare ad of^nuna? iTrovaie tulte k rosHibill aoliiiioni) 
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DI ALCUNE NOTEVOLI CURVE I 



Esporremo in quel che segue alcune nozioni sul 
curve di grado superiore al secondo. Non volendo w 
cognizioni elementari, dovremo in qualche caso lim 
definizione, o a qualche costruzione geometrica, o dov 
qualche proprietà senza dimostrarla. 

Ma crediamo che questa esposizione, pur necessar 
e imperfetta, possa pur sempre giovare ad accrescere 
dei nostri giovani lettori, e forse invoigliarli astudiani 
maggiore interesse uno dei più belli e piacevoli capitoli 

Supporremo che il lettore conosca la nippresentazi 
e polare. 

Le fonti di cui più ci serviremo sontr: Loria. G., 
Spezielle algebraische und trnsceìidente ebene kttr- 
ven. — GouEZ Tbxeika, Tratado de las cxirvas 
especiales notables. — Brocard H., Note^' de bìblio' 
graphie des courbes géometriques, — Cesalo E,, Geom. 
intrinseca oltre le pubblicazioni speciali che indi- 
cheremo caso per caso. 

1. Agnesiana. — Si abbia un circolo di centro C 
(circolo direttóre) e raggio 2p (fig. 1). 

Consideriamo due tangenti parallele agli estremi 
di un diametro OÀ, e si fissi la retta dei diametro ^| 
come asse delle ascisse, e una delle tangenti, per 
es. quelle nel punto 0, come asse delle- ordinate. 
Dal punto si costruisca una retta qualunqne che 
incontri il circolo e l'altra tangente, rispettiva- 
mente nei punti P e Q. Dai punti P e Q si costrui- 
scano le parallele agli assi, le quali s'incontrino 
in M. Il luogo degl'infiniti punti M che si otten- 
gono, variando la secante al circolo, è una linea, 
che, per essere stata studiata da Maria Gaetana 
Agnesi nelle sue ** Istituzioni di matematica „ 
(Voi. I, pag. 380) fu detta agnesiana o cubica deU 
V Agnesi, L'Agnesi la chiamò versiera. (^)' 

È facile stabilire l'equazione di questa curva in coi 
siane ortogonali. 

Dai triangoli simili OHP, OAQ si ha la proporzior 



OH : OA : : HP : AQ, 



(lì Da vertere o veraura, secondo Cantor. La curva, jiótò, era già conoscii 
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x:2p::ix{:lp~x):y, 



xy^2p\x{2p — x) e xy*^\p*i^p — x) 

elle è un'equazione di 3** gindo. 

Ponendo nell'egiinzioiie y = 0, si ricava x = 2/> ; quindi il punto À 
appartiene alla curva. 



„,«„=*,„l/*i: 



f>I>n In t'Afln DA i 
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Essendo MP parallelo a BO per 

OA::OP = ]: 

ossia (essendo BM . B A = BC* , B:I 



/&••!>•• I. 



da cui: 



h=a^ x^ 



In simil guisa, posto OB = A; si I 

E siccome è A* + ^* = ^*» sommali 
dendo il risultato per a , si ha 

X* + y* -- 

che è l'equazione richiesta. 

Questa curva gode importanti p 
I. Bernouilli, D'Alembert, Montucla 
geon, Lemoine, Barbarin. 

Ricorderemo la seguente, dovuta 

La lunghezza d'un quadrante della 
segmento costante. 

Inoltre: La superficie racchiusa dal 
fide del circolo che ha per raggio il Sii 

(Continua), 



lA LEZIONE SU Li TEORIA ELE! 



i. Si dice determinante del 2^ ore 



Esempi : 



A^'^ = 



«11 «12 
«21 «22 



= ai 



7 4 
5 8 



=7X8-5X 



a+b a—b 
a b 



= {a + b)b — {a- 
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Si dice determinante del 3° ordine l'espresBione 



°n <iii dia 


Im <h> 


Oli a«) a» Ott 


Otti a„ atg 


= o„ 


— "1. + n» 


"n Om a» 


a« 0» 


".1 o. Ib o« 



033Ìa, ÌQdicando eoo A'^. il datermiiiante del 2* ordine che si ottiene 
dft A sopprimeQdo gli elementi che hanno per primo indice r 
(elem. della i* linea) e qaelli che hanno per secondo indice s (elem. 
della s' colonna): 

i<'> = fl„ a;*' — a„ A<« + a„ A™. 

ESBMPtO: 

17 5 81 18 — 4| 12 —41 j2 8| 

2 8 —4=7 —6 +3 = 
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caie per A^'^ e dimostreremo che, 

per A^*""^^, sono verificate anche pei 

Teorema I. — Scambiando le lin 

non 8Ì altera; cioè i due determinai 



A^°^ = 



^11 ^la • • • A 



In 



a^i a^ . . . a,a 



^nl ^na • • • ^im 



e 



Jianno lo stesso valore. 
Per A^*^ infatti si ha 



Aw = 



«11 «12 

a^i «22 
e quindi 



= «nflfM — «ia«ai i ^ 



A^») = i 



Sapponiamo ora di avere già d 

e dimostriamo che è pure 

Si ha infatti 

Aco = a„Ar « - flaAir" + a..A 
ed inoltre 

ACn-O A'Cn-0 

"il *^ 11 

A(«.-l) A '(n-l) _, ^ A'Cn-2) _ fl A 

dove con AJj"*^ si indica il determina 
gli elementi della linea r* e quelli 
indica il determinante ottenuto da 
delle linee r* e r' e quelli delle co 
Avremo perciò 

A« = a.,A'ir'^ - «« {a.A%-,% - aj 

+ a., {a,iA'Ì5:« — «„/! 



+(-ir'«u.{«.iA'i-;:*à 
+ a.. {a«A'i";:« 



— 0,1^3 

— a.,,f 



+(-l)''-»a„.{a„Al5r«. - a,,à 
ma poiché è : 

„ A'C»-» __/T A'(b-«) 1 I 

"u" I,J;l,i "is" l,Sil^ T^ • • • n 
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avremo finalmente 

Af'=a„A'',r"— a,iAV' + a..Au""— ■■ + (— l)""'«..A',,= A'f"'. c.d.d. 

Per il teorama dimostrato gaalQnqae proprietà che troveremo 
per le linee di un determinante varrà pnre per le colonne ed in- 
versamente. 

ConoLLABio. — Dal teorema dimostrato resalta: 

Af) = A'f"' = ani'?,-" — flii^'ir" + «.i-i'ir" + . . . 4- (— ir^'a^i'S:"" 

= aii^'i'-'' — OtAìr'^ + ««Air" + . . ■ + (—1}— ■a.iAt"'"- 
Esempio: 
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ottenuto da A„ scambiando le colonne k^ ed s^; sviluppando tale 
determinante rispetto agli elementi della 1* linea, avremo : 



a 



11 



CCoO • • • vCs. ■ • • vVaw • • • (*i 



"28 



*u 



2k 



'2n 



Wjjj • • • Mjjg . • . M^jj • • • lljjjj 



— a 



18 



Cvai U-na * • • vCg- • • • C*a]- • • ■ Cvi 



"Si 



2k 



'Su 



^nl ^nS • • • ^ni * • • ^nk • • • ^; 



nn 



+ ... 



• ■ . + (-l)-'a.« 



^21 ^22 ^21 • • • ^2» • • • ^2k • • • ^2,n— 1 



^nl ^n2 ^d3 • • • ^ni • • • ^nk • • • ^n,n— 1 



(a) 



Ora osserveremo che i determinanti di ordine n — ^ 1 per i quali 
vanno moltiplicati rispettivamente a^ , a^ , «is . . . fli,,-i , «i^+i . . . 
• • • ^i4c-i7 ^ik+i • • • ^in sono rispettivamente uguali in valore assoluto 
e contrari di segno/a Ai7^\ à%-'^ . . , Atl\\ A1-:;.V, • • • Ai5r_\\ AÌ7^\\ 
. . . A$^^^^, perchè si otterrebbero da questi con lo scambio di due 
colonne, ed il teorema si ammette come dimostrato per A^""^^ ; in 
quanto ai determinanti che moltiplicano a,, e a^^j si può osser- 
vare che per ottenere da questi rispettivamente A^i^"^^ e A^i^"^^ oc- 
correrebbe portare la colonna fc* nel posto precedente alla «* e la 
colonna s^ nel posto seguente alla Z^, e quindi cambiano di segno 
se A; — se dispari e non cambiano se J: — 8 è pari ; ma secondo 
che k — sé dispari o pari i termini che hanno per coefficienti a^^ 
ed a^ hanno segno contrario od eguale, dunque in ogni caso i ter- 
mini dell'espressione (a) sono eguali in valore assoluto e di segno 
contrario a quelli dello sviluppo di A^"^ rispetto agli elementi della 
1' linea e quindi l'espressione (a) equivale a — A^°^ e. d. d. 

Corollario I. — In un determinante qualunque colonna (linea) 
può trasportarsi ad occupare il P posto, cambiando di segno il deter- 
minante, se la colonna (linea) è d'ordine pari, e lasciandolo invariato, 
se è di ordine dispari. 

Corollario II. — Si può sviluppare un determinante rispetto agli 
elementi di una colonna (linea) qualunque, attribuendo al P termine 
dello sviluppo il segno (+) o ( — ) secondo che la colonna (linea) è di 
ordine dispari o pari e alternando i segni liei successivi termini^ cioè 

A(») = (-l)-^*a,.A^r*^ + {—l)^'a,At-"' + • • • -i- (-l)'+X.Air^^. 
EasMPio : 

2 8 4 

= (— 7) X 18 + 3 X (— 2) — 8 X (- 41) = - 126 — 6 — 328 = - 460. 

Corollario III. — Se un determinante ha una colonna (linea) co- 
stituita da elementi nulli ad eccezione di uno, a„, si ha 



4 
6 



9 
1 



Esempio : 

a 4- 6 a — 6 1 

a — 6 a-^-b 1 

Oc 



= e 



a + ft a — b 
a — b a H- 6 



= c({a + by — (a - bY) = 4aòc. 
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OoKOLLARio IV. — Se un determinante ha due colonne (linee) 
eguali, è nullo. 

Infatti se indichiamo eoa A'"' il determinaiite dato e con à'^ 
quello che si ottiene scambiando fra loro le due colonne (linee) eguali, 
per il teor, II, dovremo avere 

ma poiché evidentemente è 
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la&tti per il teor. preced. sì ha 

«M • • ■ «t. + '»«lk . . . «n . . . 



• a„ + ma^ . ..a^. 



e poiché, per il coroll. Vili del teor. II, l'altìmo determinante è 
nullo, il teorema è dimostrato. 

Mediante qaesto teorema si può sviluppare anche nel seguente 
modo il determinante A del S precedente, togliendo prima dagli ele- 
menti della 3' linea quelli della 2', poi dagli elementi della 2* quelli 
della 1* ed applicando il coroll. Ili del t«or. II: 
a 11 I a a 11 

fl + 6 1 = b a + b 1 = 
a-\-b + c ij \c — b e OJ 



-a b = " 

-6 e ol 1^-* 

come si è trovato con altra via. 



— (6 — o) e - 
= J(6- 



. i (e — J) = 
e) — e (a — e), 
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dove in in generale A^°^ rappresenta ciò che diventa A^°\ quando al 
posto dei coefficienti della Xj si sostituiscono i corrispondenti termini 
noti ki k2 . . . k„. 

Inlktti si ha (coroll. VI del teor. II): 



a?. 



^11 ^12 • • • ^U • • • "la 
a.2\ Mjj • • . 1*21 • • • ^Jn 



^nl ^n"i • • • ^nl • • • ^na 



^11 ^IJ • • • *^l^ll • • • ^In 

Cva^ ^2S • • • *^i ^21 • • • ^2ii 



^n1 ^»« . . . flCt fl_| . • • A 



"ni ••ni 



i«*nl 



'nn 



e se ai termini della i* colonna aggiungiamo rispettivamente quelli 
delle colonne 1% 2', . . . (i — 1)*, (i -f- 1)% . . . n' moltiplicati rispetti- 
vamente per a?! , acj , . . . a7,_i , a;,^i , . . . a?^ , poiché è 



avremo 



'^Jl»^! I ^j2*^2 I • • • 1 ^Jn*^n ^j 7 



£C. 



^11 ^12 • • • ^11 • • • ^la 
C«2j M22 • • • t*2i • • • ••la 



e quindi 



^nl ^n2 • • • ^nl • • • ^ 



an 



**11 **12 • • • ^1 • • • ^la 
21 ^22 • • • '•'2 • • • ^2n 



^nl a^a t . . /Cn • • • tt 



"al •*n2 



nn 



AC») 



^i — ^in) • 



c. d. d. 



Questa è dunque l'unica soluzione possibile del dato sistema. 
Inversamente è facile dimostrare che i detti valori verificano effet- 
tivamente il sistema stesso. 



Esempio. — 


Risolviamo il sistema 








3jci + 5x2 — Xs = 10 \ 




xi — 2xa-t-3aJ3= 6 > 


Avremo: 


2jci -f a?2 + cca = 7 - 


A<'> = 


3 6 

1 —2 

2 1 


1 
3 
1 


= 3 


2 3 
1 1 


-5 


1 3 

2 1 


— 1 



1 

2 



— 2 

1 



Ai<») = 



= 3X(-2-3)-5X(l-6) — lX(l+4) = -15 4-25-6 = 6 
10 6—1 



= 10 



— 2 3 
1 1 



-6 



6 3 

7 1 



— 1 



6 
7 



2 
1 



6—2 3 

7 1 1 

= 10 X (— 2 — 3) — 6 X (6 — 21) - 1 X (6 + 14) = — 50 -f 75 — 20 = 6 
3 10 -1 



A,(8) = 





6 3 




1 3 




1 6 


= 3 




— 10 




— 1 






V 1 




2 1 




2 7 



i,(») = 



16 3 

2 7 1 

= 3 X (6 - 21) — 10 X (1 - 6) - 1 X (7 - 12) = — 45 + 60 -f 6 = 10 

3 5 10 



= 3 



-2 
1 



6 

7 



-5 



1 6 

2 7 



+ 10 



1 
o 



— 2 

1 



1 — 2 G 

2 17 
= 3 X (- 14 — 6) - 5 X (7 — 12) + 10 X (1 + 4) = — 60 + 25 + 50 = 15 
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Siano infatti P», Pb, P« rispettivamente le proiezioni ortogonali 
d'un punto P, sui Iati BC, CA, AB d'un triangolo ABC, e sia P' il 
ooniugato isogonale di P. Il quadrangolo APbPPg è, evidentemente 
inscrittibile in un circolo, laonde si ha 

PAB = PP^P„ 
e quindi, essendo 

PAB = P^G, 

risulta che gli angoli PPbPc, FAC sono eguali, e siccome inoltre è 
PPb X AG sarà neceseariamente 

PhPc i AP. e. V. d. 

Questo teorema suggerisce una risoluzione molto semplice del pro- 
blema : 

" Jn UH dato triangolo, inscrivere un triangolo coi lati ordinatamente 
perpendicolari alle rette che congiungono i rertici di esso con un punto 
fissato nel suo piano „. 

Basta costruire il triangolo podario del coniugato isogonale del 
punto (lato. 

3. Teorbka. — / punti d'incontro delle circonferenze descritte sui 
lati BC, CA, AB d'un triangolo ABC, ed i cui archi interni rispetto al 
triangolo sono capaci rispeltieatnente degli angoli n — A', te — B', ic — C; 
A', B', C, hanno per coniugati isogonali i punti d'incontro delle circon- 
ferenze descritte sugli stessi lati, ed i cui archi interni sono capaci degli 
angoli A + A', B + B', C + C; A — A', B — B'. C — C, essendo A', B', C 
angoli d'un triangolo A'B'C 

Siano infatti N, N' rispettivamente i punti di concorrenza delle 
due prime terne di circonferenze summenzionate; M, M' i punti co- 
niugati isogonali di N, M'. Si ha 

BMC + BNC = 2tc — (MBG + ÌAGB + NBC + NCB) = 

= 27: — (B + C) = i; + A, 
e quindi, essendo 

BNG = j:-A' 
risulta 

BMG=A + A', 

ossia deduciamo che M è un punto dell'arco capace dì A^A' de- 
scritto sul lato BC. In modo perfettamente analogo dimostriamo che 

BM'G = A — A', 

e il teorema è in tnl modo dimostrato. 

Corollario. — 1 triangoli podari dei punti M, M' sono siotili al trian- 
golo A'B'C. 

Ciò risulta immediatamente applicando il teorema precedente, uni- 
tamente a quello del g 2. 

'È notevole il caso in cui il punto M sia all'infinito; allora gli 
angoli A', B', C sono nulli, o piatti e quindi il punto M è un punto 
della circonferenza circoscritta; dunque risulta immediatamente la 
seguente proprietà, che inette in relazione due notevoli teoremi dovuti, 
l'uno a Beltrami, l'altro a Simson o Wallace; 
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' Le coniugale isogoitoli delle congtiingenli i vertici d'un triangolo 
eOH un punto della circonfnenza circoscritta, sono fra loro parallele, e 
le proieeioiìi di quel punto sui lati del triangolo risìdtano su una retta 
ad esse perpendicolare ,. 

Noi fi-Kltiiiito Hbbiama risoluto il ptoblemii geiiernle seguente; 

Dato «H triangolo ABC, trovare mi suo piano nn punto, tale che le 
proiezioni ortogonali di esso sui lati BC, CA, AB, siano vertici d'un 
triangolo simile <id un triangolo dato A'B'C 

4. Siano Al. Bi, d; A'i, B'i. C\ le pioìezioiiì ortogonali dei suddetti 
punti M, M' BUI lati BC, CA, AB. Abbiamo com'è facile vedere: 



B,C, 


= MA.«BnAi 


C,A, = MB.8enB; 


A,Bi = MC.8enC; 


B'.C, 


— M'A.seiiA; 


C.A'.-U'B.senB; 


A',B',=.MC.senC. 



Perciò, indicando con a,b,c; a',b',c' le misure de' lati dei trian- 
goli ABC, A'B'C abbiamo. 

MA:^= MB:y= MC:^; 

M'A : ~ = M'B : -^ = M'C : — . 
a e 

ossia: ' Le distame dei punti M, M' dai vertici del triangolo sono pro- 
porzionali ai rapporti dei lati di A'B'C a quelli di ABC,. 

Indicando con d^, dt,, dt-, d"», d'i,, d'c le distanze dei pnnti M', M dai 
Iati, abbiamo: 

MB . MC . sen (A + A') = ad., 
onde sarà 

V) _ C,A,.A,Bi.senfA + A'> ^ 
a . Ben , B san C 

_„^^S. sen(A + A') 
S sen A' ' 

dove S, Si, R sono rispettivamente le arce dei triangoli ABC, AiBiCi 
e il raggio del cercbio circoscritto ad ABC. Analogiimente si dimo- 
stra essere 

Si sen ( A — A') 

b sen A 

Insomma: ' /.e distame dei punti M, M' dai lati del triangolo sotio 
rispettivatiiente proporzionali ai rapporti 
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lenze a cui (tppHrteneoiio gli archi deBcritti sui lati BC, CÀ, AB, in- 
ternamente ni triangoTo. e capHci riapettivfimente degli angoli A -f~ A', 
B + B', C + C; A — A', B — E'. C — C, rispondono al problema. Vi 
sono dunque, in generale, due soluzioni del problema, purché uno 
qualunque segmenti dei n.a, nì,b, n^c sia minore della somma degli altii 
due. e maggiore della loro differenza. 

Se, invece che a tre numeri, le distanze si richieggono proporzio- 
nali Il tre quantità omogenee, noi potremo sempre ricondurci al caso 
precedente, poiché potremo facilmente determinare tre numeri pro- 
porzionali alle quantità date. 

6. Un caso particolare molto importante si ha allorquando A'B'C 
è un triangolo equilatero; allora è facile conchiudeie quanto segue: 

Le due teì-ne di circonferenze a cui appartengono gli archi capaci 
rfi A 4- 60°, B + 60», C + 60"! A — 60", B — 60°, €"— 60°, descritti sui 
lati BC, CA, AB d'un triangolo ABC, internamente al medesimo, concor- 
rono rispettivamente in due punii, che sono i coniugati isogonali de' centri 
isogonici del triangolo; le loro distame dai vertici sono intersnmente 
proporzionali ai lati opposti e i loro triangoli podari sono equilateri. 

Questi due punti aon detti centri isodinamici del triangolo. 

Se il triangolo A'B'C si costruisce coi lati inversamente propor- 
zionali a quelli del dato, o, se si vuole, co' lati eguali rispettivamente 
alle altezze del dato, si otterranno, con la costruzione precedente, t 
punti del piano del triangolo, le cui distanze dai vertici di esso sono in- 
rersamente proporzionali ai quadrati dei lati opposti. 

R. Vercellin. 
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Trovare una formula generale clie permetta di trovare infinite 
soluzioni in numeri interi e positivi dell equazione 

± II" ± Xs" ± Xs" ± ... ± Xi^= ± Xl'l'i . 

Come casi particolari si risolvano in numeri interi e positivi le 
seguenti equazioni 

x' + if + z'' = n' (I) 

ar" ± y- = 2-'+' (U) 



ed il sistema 


3^ + J,» = „»_,;' = 2". 




Pabio Ferbari 


U rlHlDi)»[ davnno a 
m la pnnirll edlilonl, man 


uara Inviata il prof, eiullo Lanari non più tardi dal 30 aprlls 1907. 
uri puhiilloau nsl numsri lunaHlvI, a all'aulora li ilg. eiuitl, «w 
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Hanziom deuì ir ddistioiie a coscorso 



! eht dtre tuititUrt fra a, b, i 



y' + 1* — 2ayz = 0, «' + «' — Zbxt = 0, x' + y' — Icxy = 0. 

A. BASSr. 

Pervennero 9 risoluzioni, delle quali 7 sono o inesatte o incompiute 
o poco chiare, mentre sono abbastanza buone quelle di E. De Conz, 
R. L T. di Venezia e di A. Tereottini, S. I. di Fermo e più parti- 
colarmente la seconda; perciò il premio promesso è stato conferito 
al signor 

A. YERGOTTINF. 

A. Bassi. 
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 
791, 792, 801, 802, 803, 805, 806, 807, 808, 809 E 818 



• 01« In un cerchio è inscritto un trapezio isoeceUy la cui base è il diametro. 
Conoscendo il raggio e il rapporto fra la somma dei lati paralleli e quella degli 
altri due, determinare gli elementi incogniti. Esaminare i casi particolari. 

E. Ctttori. 

Indichiamo con 2r la misura del diametro, con 2x quella del lato parallelo 
al diametro, con y quella di uno dei lati eguali e con k il rapporto dato. Distin- 
gueremo due casi, secondo che il trapezio è convesso, o intrecciato. 

Se il trapezio è convesso si ha il sistema : 

!li-5 = fc y» = 2i-(r-«) 

dalla prima delle quali di ricava 

x = ky — r (1) 

che, sostituita nella seconda, ci dà l'equazione 

y« + ^rky — 4r« = 0. (2) 

Poiché dalla (1), dovendo essere a?I>0, si ricava y'>'-r-t ®^ essendo il tra- 
pezio convesso dev*essere y<It*V2, si ha il sistema risolutivo: 

f (y) ^ y* + 2rky - 4i-« = 






r . ./^ . . _ V2 



Di qui, intanto, si vede che dev'essere — <C r y2, cioè &I>~-da cui ifc'^i; 

le o 

e perciò è f f-^j = -^ (1 — 2A:*) < 0, mentre è f{r Ì2) = 2r* [k ^2"— l) > 0. Il 

che prova, che indicando con yi e y\ le radici di / (y) = 0, esse son sempre reali, 
ed è 

yi<-^<y«<rV2" 

cioè la sola radice maggiore dell'equazione soddisfa il problema : e ciò sempre, 

purché sia k >> -~- • 

Se il trapezio è intrecciato si ha il sistema : 

r A- X 

—L—^]c yi^2r{r + x). 

y 

Ricavando x dalla prima, e sostituendo nella seconda, si ha l'equazione: 

y' — 2rky = 

che ci dà la soluzione limite y = e l'altra y=2rk, colle condizioni 2r^<C2r, 

cioè k<l e 2rk>r^2, 

V"2 
Cloe k ]> -^ . 



S2 SUFPLEUENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA. 

Ri usa menda si bs : 

Se k<.-^; il problema non ha Dessana soluiione. 



n trapezio convesso e uno intrecciato. 

1 ; una soluzione ordinaria (trapeiìo convesso) e una limite (Ìl trapezio 
intrecciato si riduce al diametro). 
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Risolvettero nello stesso modo il problema i sigg. Bellomo, Magi e Granaccini, 
B. I. T. di Ancona] Barberino e Maugeri, B. I. T. di Catania; Qenta, R. L. di Cuneo; 
F. Ferrari di Pavia. 

Il 8ig. F. Ferrari osserva che il problema ò possibile solo se è MAi <Z-^ .Se 

poi il segmento MAi fosse nnllo il triangolo sarebbe isoscele. Se l'angolo dato è 

di 60^ ed òMAi =-~-, il triangolo è rettangolo e l'ipotenusa è uno dei lati adia- 

o 

centi all'angolo dato. Se l'angolo dato è di 45^ ed è MAi = -z: — =: , il trian- 

gelo è rettangolo e isoscele, ecc. 

SOa« Risolvere i sistemi 



E. Nannbi. 



.rd+y»)"**' a:(l-y«)"''' 

oo a^'+y' 121 , ^ 

«■ + ar* 13 ' ^ 

qo ^^ _^ _ J!?. — 1 

y*ap* z^x* xy^ 

A. Bassi. 

Risoluzione del sistema l*" del sig. Bellomo, R. I. T. di Aneona. 

Eseguendo le operazioni indicate nella prima equazione, componendo, e divi- 
dendo si ha 

y 4- a?V __ o ^ y 4- g'y + g 4- gy* _ g + 1 
X -{- xy^ 1 * y + a?'y — x — ary* a — 1 * 

Mettendo in evidenza xy^ 

(y + a?) + gy (g 4- y) _ q + 1 

(y — x) — xy [y — x) a — 1 ' 
da cui facilmente 

(a: + y) (1 + rcy) a+1 



(y — a-) (1 — «y) a — 1 

Analogamente trasformo la seconda equazione data, ottenendo l'altra: 

(a? 4- y) (1 - ay) ^ & 4- 1 
(y - a?) (1 + a:y) 6 - T 

Moltiplicando la (1) per la (2) membro a membro : 



(1) 



(2) 



( x + y \^ ^ (o+l)(&4-l) 
\y-xl (a-l)(6-l) 



) 
Estraendo la radice quadrata da ambo i membri: 



gg+y ^ ^/ (« 4- 1) (6 + 1) 

y-a: ^ ^ (a - 1) (ò - 1) * 



Indicando il radicale con k avremo : 

y — a? 
Componendo e dividendo: 

2y ^ ± fe + 1 y ^ ±fe+l 

2x ±k'-\ X ±k—l 

ove i doppi segni si debbono corrispondere. 
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Indicando con * il secondo membro delU lelazione precedente ei bn: 



Sostitnendo nella prima aquuione del aiatama proposto, ai ha 



«ll+. 


«') 


-a.'-o 


+ I.."X 


a -a.) 


= a — 



'-ÌtÌ"- 



^m 



■ *) 



In generale dunque ai hanno quattro aoluzioni. 

tllaoluii«M dal aialama 2° del aig. Fraila, R. 1. T. dì MondoA. 

Ricordando le note identità 

«' + y* = (* + y)» — Siy {x' + y' + 2«y (a: + y)} 
X* -i-j/* — {x + y)' — 3»y (« + y), 
e sostitaendo ad x + y il valora dato dalla aeconda equazione, la prima e 

16 — Wxs + 5jV ^ Igl 
4 — 3iy ~ 13 ' 

ila cni si ricava l'oqaaiione quadratica 

65 »'y' + 103 a^ — 276 = 0, 
le cui radici in tu sono 

S2 

a:y = — 3. 



Dal eiatema 1 ai arra l'equazione in 2' 

,1 _ 2* - 3 = 0, 
e quindi le aoluzioni reali 

U-s, \j--i. 

per il eistema dato. 

Dal eistema li ai avrà l'equazione in z, 

la quale ha le radici immaginarie: (l ± ,77 V^^^)- 

II aiatema dato ammette dunque due aoluiianì reali e due immaginarie. 
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Rltoluilons. — Svilnppuido nel 1" nisnibro e truportMido, li h» EtciImMita 



od 


• 

ancb« 
cos«c08(2x 




(x-«) 

MS a» e 


B{»- 




-J 


Mx- 


-") 


— co« jB eoa 

08(1 — «) 


(^ 


-«) 


H 




co.(x 


-Bf 









On se si osservn che : 

cos (a: — «) = C08 (2* — a ~ a:) = eoa (2* — a] cos i + san a: BSD {2x — a), 

eoa * «08 (2« — «) — cos 2x eoa (a; — a) = 
= cM « COI 2x eoa « + eoa X Ben 2« bsd « — cos 2« eoa z eoa k— cos 2z aen x san a = 

=3 sen « (eoa x seo 2x — bsq x cos 3r) ^ sen a sen «, 
soetitnendo nella (1), ai ba senz'altro, 



cos(a! — a) cos (ir — «) ' 

e qnindi le riaol venti 

«ena. = 0, (2) 

sen(2z -a) = tsenE. (3) 

La (2) db le radici 

X = h,« (4) 

ove Al rappreaenta un Ìnt«ro qnalanqno positivo, negativo o nullo: e quanto 
alla (8), se p ò il minimo angolo positivo il cui aeno ha il valore ib sen oi, si avrà 
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Sostitaendo nelle (1) i Talari di y e « dati dalle (2) si ba: 

1 2n 2r, _ 1 2ri 2.-, 



e poiché 

Bostitnenda e ridac»ndo, si ottiene 

■■i tg» |- + 2.-, tg -|- ~ 2r. + ,-,=. ; (4) 

d« eoi 

is-l---i±y^- (5) 

Noto ^ e quindi M Ti le (3) ci permettono di calcolare y, z, e una delle (3) la x. 

DiscuBsioXB. — Dei due valori di tg -~ si scarterà snbito ii negativo, l'altro 
sarà accettabile se è compreso fra e 1 ossia se 



-t^' 



Verificata la (6) ai '. 
cosi pure x, che si può 
e nna sola soinzione. 

Se 

ra = n, tg-|- = y2"-l, P = 45° = y; y = s = -J^^ = 2n (V2'+ D, 
^ _ V2 — 1 

x = 2r,(2 + V2), 

il triangolo è isoscele. Si noti che patendo considerare, ad es., rt~> rt la, condi- 
zione di possibilità sarà senplicemente; 
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equazione cubica che ci dà la sola soluzione reale 



= I [ j/28 +/513 ^ |/23 - V513 j ^ ^ 



Riassumendo si hanno le seguenti terne di valori 

6=0ì 6—1 ì 6=1 ì b=k 
c = c = -2 r=-l c = -| 

<j=:oJ d = J d=:-li rf = — 2A; + ~ 

A; 

Mandarono analoghe risoluzioni i sigg. Cutore, R. I. T. di Catania; Genia, R. L. 
di Cuneo; Moreau, Coli, della Badia Fiesolana di Firenze; Semenza, R. I. T. e Piatti, 
R. L. Beccaria di Milano; Guerrini, R. L. di Pesaro; De Conz e Garbelotto, R. L T. 
di Venezia; inoltre abbiamo ricevuto tre soluzioni errate. 

E. Nankbi. 

80©« L* espressione 

4 [a* + 6* — (16 (a* + 6«)] 

può mettersi sotto la forma A* -|- 3B*. 

6. Candido. 

1* Risoluzione del sig. Garbelotto del R. L di Venezia. Si ha successivamente 

4 [a* 4- 6* — «6 (a« + 6^)] = 4 [a» (a — 6) — 6» (a — 6) 

= 4 (a — 6) (a» — 6») 
= (a — 6)* (4a* + 46* + 4a6) 
= (a — 6)* [(a + 26)* + 3a*] 
= [(« - 6) (a + 26)]* + 3 [a (a - 6)]* 
e la cosa ò dimostrata. 

2* Risoluzione sostanzialmente analoga dei sigg. Anau di Ivrea ; Bellomo, D'Amico 
Landernani e Papini, R. I. T. di Ancona; De Stefano, R. L. di Napoli; Ferri, L R. L. di 
Arezzo; Genta, R. L. di Cuneo; Lattuado di Milano; Vergottini, S. T. di Fermo. 

La espressione data, sviluppando ed aggiungendo e togliendo 6a*6*, diviene 

a* — 4a«6 + 6a*6* — 4a6» + 6* + 3a* — 6a*6* + 36*, 
ossia 

(a - 6)* + 3 (a* - 6*)*, 
od anche 

[(a - 6)*]* + 3 (a* - 6*)* ; 

e la cosa è dimostrata. 

Risposero pure i sigg. Bonglni, R. I. T. di Torino; Cellini di ForU; Corrado, 
R. L. Minghetti di Bologna; Cutore, R. l. T. di Catania; Ferrari V., Grammaccini e 
Magi, R. I. T. di Ancona; Moreau, Coli, della Badia Fiesolana di Firenze; Orlandi, 
L T. Cavalli e Conti di Milano, 

Osservazioni dbl Redattore. — 1*. La espressione 4a* + 46* + 4a6 si può 
mettere sotto una delle forme: (a + 26)* + 3«*, (2a + 6)* + 36*, (a— 6)*+ 3(a + 6)*, 
e ad ognuna di queste corrisponde una decomposizione della espressione data sotto 
la forma A* + 3B*. 

2^ La equazione 

dove fi ed /*2 non hanno fattori comuni, ha le sue radici imaginarie. 
3*. Le due espressioni 

possono, come nel precedente esercizio, mettersi sotto la forma A* 4~ 3B*. 

G. Candido. 
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SOV* Stmplifieart il polinomio 

[a — *i) (a — ai) ...{a — «n) + 

+ xiia—xt\la — n) . . . (a - *») + 

+ axt {a — xt} . . . (o — arni + 



RUoluiloni aoatMiEÌal mente anslogbe dai sigg. Baili, R. L. di ìtilano; Bodgiale 
Coita G., R. I. T. di TatiHo; Calitnl di Foi-tl; Cutore, R. 1. T. di Catania; De 81a- 
lanv, R. 1. T. di Napoli; Da Coni e Oarbalatto, R. I. T., Uvl, R. !.. di Vtntgia: 
Farri, R. L. di Am*o; fiaata, R. L. di Cuntoi Quarrlnl, B. L. di iVui-a; Moraan, 
Coli, della Badia FieaoUna di Fii-*nx*. 

Indicando le aucceaBÌvo linee con md.ui,. ■.«> ai ha 

«0 + «1 =a {a — xtì{a — xt)...(tt — x.) 

ug + Hi + u» =a'{a — xtì (a — «*)...(« — r.) 

«0 + «1 + "> + «■ = «' (a — «li (a — »i) ... (o — a:») 



Nota drl Rbdattobb. — 11 giovane atudioao può aervìrsi della identità (1) per 
teneroe delle altre, scendendu a casi particolari. 
Eatmpio. — Ponendo «i = r» ^ . . . = ^b ai ha 



(» — a;)" + « (a — a:)°~' •}■ ax[a— x)*-* + a** (a — a:)°- 
SOS. Diinoatrart l'ià*nlità 



Q. CAEDoao-LATKis. 
Rlaoluzlona. — Il primo membro dell'identità da dimoatrara si può acrivere 
1 . (». - 1) + 2 . (ih - 2) + 3 . (™ - S) + . . . + (m - 1) . (w - [m -1]) 

«I II + 2 + 3 + ... + [».- 1)] - [!• + 2' + 3' + ,..(». - 1)'] 
e pei le note foiinnla che danno le aomnte dei primi « numen naturali e < 
quadrati di essi, fac«udo nel noatro caso » = m — 1, l'eapreasione diviene Si 

cessivamente : 

(m - 1) ■ ■» fm-l)..H(2w-l) 



...(«-l)fn. + l) _ 



. d. d. 



Inviarono riaolatloni toitanxiahnente analoghe n quella piéblifata (beuchè al- 
cune aasai diverse nella forma) i sigg. Baili, R. L. Beccaria di Milano ; Bellona, 
D'Amico. Ferrari V., Gramaccinl. Lanternari, Magi e Pasini, K, 1, T. di Aiieouit; Balvedere, 
R. I. T. di Mtsgina; Batigini e Cotta, R. 1. T. di Torino; Corrado, R. L. Minglietti 
di Bdogna; De Coni, R. 1. T. e Levi, R. L. Polo di Vrnecìa ; Dalle Plana a Varaaa, 
I. T. P. di Cas'd Monfrrralo; Ferri B., R. L. di Artao; Mancia. I. T. P. di Spoleto; 
Mnreau e Ruspali, Coli, della Badia Flesolana di Fiirn^e e Perdi) di Roma. 
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I sigg. Ciiiort, R. I. T. di Cotanta ; Genia, R. L. di Cuneo e Semenza, R. I. T. 
di Milano nelle loro dimoatraùoni assai diverse da quella pubblicata, distinguono 
due casi, secondo che m è dispari o pari, ciò che era preferibile evitare ; i signori 
Calliai di Forìi e 6arb«lotto, B. I. T. di V$ne»ia dimostrano l'identità, supponendo 

tacitamente che m sia dispari, poiché considerano la somma dei primi -x-(m — 1) 

termini della serie naturale. G. C.-L. 

800» Dimostrare l'identità 



icr-f:) 



G. Cabdoso-Laynbs. 



Risoluzione. — Dalla nota identità 

r:i=w(5)^u.)(?)+--^(?)u^m' 

facendo p = ^ = n =s «^ si ha 

a=(:)ra+(.;,)(")+--+(")l->)+(")(:). 

e, ricordantlo che è 

r:r-(:r+(")^-+(.-,)^(:r. 

che è appunto Tidentità che si voleva dimostrare. 

Inviarono risoluzioni analoghe a quella pubblicata i sigg. Bassi, R. L. Beccaria 
di Milano; Belvedere. R. I. T. di Messina; Bongini e Costa, R. I. T. di Torino; 
Moreau e Ruspoll, Coli, della Badia Fiesolana di Firenze, 

Ci sono pervenute inoltre due risoluzioni errate. G. C.*L. 



si ha 



>• Se su due lati del triangolo si prendono due punti (uno per ciascun 
lato) allineati col harieentro, il rettangolo dei due segmenti che essi determinano 
col vertice comune ai due lati su cui stanno, è equivalente alla somma dei rettan* 
yóli di ciascuno di essi e dell'altro segmento determinato sull'altro lato, 

A. BoBio. 
Risoluzione del sig. Fiorian, L. di Ploesti (Romania). 

Sia ABC il triangolo, M e N i punti scelti sui lati AB e AC ed allineati col 

baricentro G; e sieno AP, BQ, CR le perpendicolari condotte dai vertici del trian- 
golo sulla retta MN. 

Le coppie di triangoli simili APM, BQM e APN, CNR, ci danno respettiva- 
mente: 



MB 



QB 



NO KC 



AM AP AN 

Sommando, a membro a membro, si ha: 



AP 



AN . MB + AM . NC QB -f RC 



AM.AN 



AP 



= 1 



perchè ò AP = QB -f- RC, per una nota proprietà del baricentro. 
Si ha quindi : 

AM.AN = AN.MB + AM.NC. 



e. V. d. 
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Dimoatraronu il teorema, pure aervendoBÌ di aempltci conaideTUionì geeme- 
triehe i aigg. Longn di Napoli; Plancich, L. Prìv. di Porfori; De Coni, R. 1. T. di 
Vtmxia. Lo dedaaaero faticosamente dal teorema di Menelao i sigg. Bongini e CmU. 
R. 1, T. di Torino e molto più semplicemente i! sig. Fwrì, R. L. di Arezzo. 8i 
aecvii'ono di proprielh trigonometriche, neguendo una via tutt'altro che bteve i 
sigg. Bu-berlno, Haugeri e Cutore, R. J. T. di Catania. 

E. Nakitei. 



QUISTIONI DA RISOLVERE 



831. Costruire un trapezio conoscendo di posizione e grandezza 
una delle basi e il punto d'incontro delle diagonali, e conoscendo la 
distanza del punto d'incontro dei lati non paralleli dalla base stessa. 

E, CCTORB. 

832. Dato un cerchio e un quadrilatero inscritto in esso, il qua- 
drato della terza diaconale è uguale alla somma dei quadrati delle 
tangenti condotte dai suoi estremi, e la diagonale stessa è uguale 
alla somma delle 2 tangenti condotte dal suo punto medio. 

833. Gli ortocentri dei quattro triangoli, cne hanno per vertici 
quattro punti dati sopra un circolo, presi tre a tre, sono sopra un 
circolo eguale al circolo dato. 
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837. Risolvere il sistema: 
1 1 



bx-^ay^ m. 



ax — by — l by — ax — 1 ax -\-btf — 1 

838. Risolvere il sistema: 

xy (a; + y) = ab (a + 6) ; 
ix-y)ix + 2y)(tf + 2x) = {a~b)(a + 2b)(2a + b). 

A. Bassi. 

839. Risolvere e, principalmente, discutere il segnente problema: 
' Due aste PA e RA' si elevano verticalmente sopra uno stesso 
' piano orizzontale: trovare sulla retta PP' che passa per i loro 
' piedi un punto tale che l'angolo di elevazione di A' sia doppio di 
* quello di A. conoscendo AP, A'P' e PF. 

840. Dimostrare che in un triangolo sferico qualunque, 

se (I e ò sono di specie uguale e a e ^ di specie contraria, e è acuto, 
ae a e b sono di specie contraria e a e ^ di specie uguale, e è ottuso. 

G. Pesci. 

as» JDTlite li prot 0. Làzeiu. LiToruo, 



SU ALCUNI PROBLEMI DI CALCOLO COMBINATORIO (') 



1^. Ufi itUangolo ABCD i dieiao in io partì dai jKffwténii p,, p,, . . .pj,paraOóU al Iato AB 
ifft D parti dai wffmtrtii q, , q. ^ - ^ . In-I ' P^'^^^^ ^ AD. 
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(N£. — La figura ti rìftrixé al caéo ir 



I SUFFLEVENTO AL PERIODICO DI HATEUATICA. 

1 da* Dumsrì cb« Indltuo rÌ*ii«ttÌTu>i*iit« qnuiU ila «1 poMono utglUn par Mdan 1* P, ik C 
]* q, ■ C ; al b> quindi 

^~,n ^ ".u-l,. + ^-.o-i- I" 

EvldactenunU i ^r1^^1r> """' ^ gantrala, B_ ^ ^ S ; dlmMtiiamD chi qaalimqit 



pandlealarì ti pnadantl (T. flc- 1% ew>' 
dotti dal ponti di dJTUlOEiadBlUts AD 
IO BC), evmptMl iliti AB a DC dal ni- 
B taiDla.il T*d*«Bfacllltlilw]aairiatù 
poaaibill par andira. bbI Bado rollili dlt 
problama. da A. ■ C, aaao la aagnti: 



FLg. a*. 

*.v.-*'-iV,; *.*A 

cba eTÌdent«m«Dte tono r -^ l, a qolodi raaolt* dlmoali*t« U. (1), ebt ai puii porre 
la forma aeguautA : 

...,-.„=('r)-('t') 

ab posto, dimoatriimo che i 
Pei il c*M> dì H = 1 la (3) ì già dimoatraU »'); conalderiamo il prospetto 



Su ^1» 



nel quale in clisenna linea ogni elemento, eccettnato 11 1° a l'ultimo si posaoDO ottensre dal dnt 
più prosalml della linea precedente mediante la fonunl* (1). 

SleiM>ni* Inoltre tolti 1 primi e gli ultimi termini di claacona linea sono dati daUa (i). potraso 
dire (he eonoaelatl tatti gli elementi di nna linea, con la (I> (ì), potremo eoDOBee» tutti quelli deHe 
linee seguenti e, aiceoma per gli elementi della 2* linea, per la (2), ai ba 

basterà dimostrare cbs se i verlScata la (8) per gli elementi di tua linea, è verUeata auebe pai 
qaelli dell* IIdbs aDfeeesiva. 
Ha per la (l) ai ba: 

».,.-»._...+....-.-r::7V("*r') 
(■::rvr.-')-(-r)' 

alba: 

«...=(■:■)■ 

È cblaro poi, per la nota proprietl delle comblnaaioni, espressa dall'eguagUania 1 '^ j = ( _ i 

v.-rr) -(■:•) 

T, H = S(i.flg. Inalba; 

v-(';)-0»'« 

D le conditloni poste dal problema. In 792 modL 



Tolevimo dimosti 
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AppLiCA2ioirx. — La flg. 3" rappretenta una parte dàlia pianta di una città. Ih quanti modi di- 
verti, seguendo la via piit breve, un tale che abita in A può recarsi tU suo ufficio che ì in Cf 



■ C 
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Fig. 3*. 
Si ha, considerando A' e C in luogo di A e C, ciò che per la natura del problema è lecito fare, 

cioè quel tale può recarsi dalla casa dlVufflcio, senza allungare il cammino, in 35 modi diversi. 

* 

20. In quanti modi si può leggere la parola Abracadabra (}) deUa fig. 4*, partendosi da una quct- 
lunque delle A maiuscole e, seguendo linee parallele a QR « PR, nei sensi indicali dalle freccie^ giungere 
^ y U «n'a posta presso al vertice B ? 

\ "^ jj ^ "^ ^. ^ fl n II r n / Per recarsi daU'A dell'»* linea — comin- 

ciando dal basso — aU*a che è presso al ver- 
tice R, per la formula (l) del problema prece- 
dente, si potrà prendere 




vie diverse ; per es., partendoci dall'A della 
7* linea si avrebbe 

Perciò il numero richiesto S sarà dato dalla 
formula : 



1=11 



1=11 



8= S Si_i ii-i = 22 ( ^ j=s 

= (oV (?) + © + ... + © 

e per la nota relazione : 

i:(:)=(o")+(x)+ra+-+(:)=^". 



si ha 



vlO 



S = 2*" = 1024, 
cioè la misteriosa parola si può leggere in 1034 modi. 



(*) Abracadabra h una parola magica cui gli antichi pretendevano atti-ibuire il potere di fare 
guarire alcune malattie, quando, scrìtta su una piastrella nel modo indicato dalla fig. 4*, fosse attac- 
cata tale piastrella al collo deir infermo. 
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I wput ddVoMtito 



■p«r 


Duiti modi, 
vertlol e qoi 


«Tliww.- BtLD MlBCBtB PBClTf (1) 

per U Tifl plb bnvl, .i poi. uduo 
£ per 1. (1) del D. i; .vc^mo; 








N = 4K' = 


«.,.-'(■,•)- 




b in CÌUSCDD. 

N urabbe di 


dilEi 


formnU 

M = 








U j> Isttcre, bisogna icegliere ni «d n 



È ebiiu-o poi eh* volendo oliare odi parali 
modo elle aoddiaflna all'aqnaiione 

e quindi la parola (a fraae) li potrà legge» In 4 j' I modi. 

Le diapostElonl pagalblH uranno tanM qoante sano le ■olnzianl InUn e poalUve della (4). 

Per la parola Roma, per eceglian un esemplo lemplice, esaendo p — 1 = S e fioichè l'equ- 
lione « + H^3 ammette le eole aolniioni Intere e poaiUve (1,3) e (2. 1), al ba N ^ 4 (M = 1Z 
u le figure torrlsponenti aono "■ ' ' 



la tale eeempio si ba H = 4 {V\ = ^ 



la il Fate. IV delI'auM IV 
G). Cabdoso-Latxu. 



I) Questo giuoco tu proposto Del Fase. VI dell'anno IX con 11 n. SM. Oi perT 



trs rlaolnii 


ni errate. 












Fra 1 ri 
quelli della 


solDtorl de 
quiat.7» 


la qnlst. 7W deve aggiungsisi il slg. avtalotta. B. I 
l sfg. BMrrlKl, E. L. di P«ar.. 


T 


« 


F««J|. 


.. 


PICCOLA. FOSXA. 

cbe ci siano InTlsts in lt>lia>io. 




Giulio Lazzbri — Direttore-responsabUe 



£284. T.vvart uà OMUMi-g di dui tlfrt ihi atàaUKlala deUt temma diU* ini elfré (in ui-ali 
Ila Momnta dH gvadrall MU cifri wIhh. 

Indicando rlapsUlTiniflnts con je ed r 1 valoTl UMlnll dfll» titre dal nàmaro corcato, al doTii 

11 primo membro della precedanta BEDagliaEu, efidente menta può lunmere aoltanto I Talari 
la , » , 28 , 30 (I) 

!ie eorriapondono riapattlTanent* «1 Talari per z 

(8 e 9) . (3 e 8ì .(*•'). (5 e 0). (2) 

IndlcaiideeonliDnadaiTalerid), daTremaaTeTeyi-Zr = »epoiebèr>qiuiiloiia|i*-Sy-li:=a 

ovil ourra t -f t un qnidrito parfette. 

Fra i laloi-i 11) dunque ranico Kccaltiibile iTUe quindi ì » = B (traacaraailo la aolnilena neaitiTi). 
Dai T.lori m II !.> per x 

I, = 3 , I, - e 
quindi [ dna numeri che loddlBrano mie condiiloui paite aono 38 a SB. 



Inviai-tinD rigolniioni complete i predetti sigg. Boatlal. Botivi. Cotti. Ftmri F.. Ferr«rl V.,BMila. 
Joiaa, Lombare), SakaiW e SaiMnia b Ik predetti ala." villani ed [ *\gf. DI Statano. R. L T. di JTiuiiia; 
BuarrlBl. R. L. di /v^.-s: ■agi. R. 1. R. di rfi>ca-<ii; loralll. K. 1. T. di Ba-i-. 



n FieBoìnni di F 
InTiarODo rlMlmieni lucompleto il predetto aig. Borlao ed il aig. Bono, R 1. T. di Mtai-a. 

(G. C.-t.) 
£3Nn. Failn'iraml una coy<ma il funnli «'u - diua .h ■mica rt ad un /ale - metr 
(a>i<I>rl oppa-lunamr^lé e.-o, m*», ito^s * f.it-o; J'ii e • 'I l'ani fni-mino ( dlKo mrOHO, J'oii. * 
.lagno I i. raro • il f«iv i ti «l'i*»', dimmi uallantnli la quaiililà d'ora, di ranH, di •lagna t 
ftrì-a e\9 dtvi prÉndért. «^ 



Indicando rlapettl Temente con a, r, • ed ^ " nnmaro di mine di oro. di rame, di itagno e farro 



.+ ,. = 1 80 = 401 
«-)-. = [ «0 = *ij 



Dalle (1) {3) aetnuno 

aommando te (3) membro n membro a diiidendo poi 1 dne membri p«t f . el b* 

'■ + » + /'-" (4) 

Sottraendo dalU (1) la '^). ai ha 

... 38 + 1 
« IDttnende dalla (4) ciaaenDa delle (.1). al hii: 

, = 3 + i, . = 8 + 1. (■=11+1. 

ero mine 36 + | 

f"* . 3+1 

farro"" : ; : : ; n+t 

mine BO 
InTlarooo Tiacluiioni qnaal tutte elmill e quc))lB pnbljlicnU i predetti eigg. Beailal, Barino. SHiiaal 
CaHailiui. CulItliDnK C«ar«, Cellhil. Co«U FSrraii F.. FÌrrarl V. fluMoNo. Bavotti. Santa. Barrinl. Jo|aa. 
LomtnNI. lui. MhukI. IMMlttli. SalMla. SMNma. In pndctU aig.»* VHHil ed i nlfg. Aiu e 8ona«Ua. 

DmÙ. F. e Oaatl L. R. I. T.'di Mtiuita: BarbarbM e Salm. K. I. Ti di Caiaaiai Broaatcu. 'fImìui e 
PotofMM, B. L. di iiafil (Rumeuia); BaglMml. R. 1. T. di Bari; UttuU. Scuola Cavalli e Conti e 
LoTMi. R. I. T. di ìl'lant; lilvuo ds-BoM^Btll. R. I. T. di TorÌM t Zurilnl. R. I. T. di Bologna. 

[B. C.-L.) 

AwiMBl lattorl.- In queato fase, nnnpropouimno nuovi giuochi; fino a tutto il 30 Aprile p. t. 
aceaUlamo la riaoluiionl dei gluoehi ZBS e eeguenti Quo al 300. 

EnuTA-OoHUox. — Nell'eounelato del giuoco 2B7 invece di ddfrUutiDnideTeUggeni diipotltiont. 

Il aig. Lonbardi. nominato !t* i riaolotorl dal ghreev fH. noa uppaitiaBa al R. L. Tasso di Kinu. 
ma al a L. di aaloma. 



Fra pochi giorni sarà pubblioato: 

LAZZEItl E PESCI 

COMPLEMENTI D'ALGEBRA 

per l'ammissione alla R. Accademia Navale 

Seconda edizione riveduts e corretta — Lire S,80. (•) 



Gli ultimi pi'OgrAmmt di matematica per il concorso alla R. Accademia miìU 
di Livorno, che differiscono poco da quelli degli anni precedenti, comprendono «Icniil 
argomenti di Algebra e Geometria cbe fanno parte dell' insegnamento seconditiu, 
e die perciò i candidati possono studiare sui libri di testo delle rispettive scuole, 
ed Btc4ini aigomenti di Silgebra coniplenientnve, che non si trovHuo altro cbe iii 
grandi trattati di Algebra superiore. 

Il libro annunciato contiene precisamente una trattazione di questi argomenti 
speciali, ed alcune altre nozioni che possono giovare a coloro che intendono pre- 
pararsi all'esame di concorso sopra indicato. 

Nella 2* edizione, cbe sta per comparire, sono stHti introdotti tntti i migliors- 
menti che sono stnti suggeriti dati 'esperienza degli anni precedenti 



È stato pubblicato : 

GIULIO LAZZERI 



TEOBIÀ ELEMENTARE DELLE SEZIONI CONICHE 



Prezzo L. 1,50 (') 

«iMMtira nmliem- li> iHatiria che a!" a,,!™ J"voVe°Mri'll'bìc-nnio Je"o<iMri iMituIi («cnlrT in 
tao nuli si (Tuvanu U lacune .l.t .■siiitoo.. in <iuasi (utli i umiali pili in u«o. e (uno avolle inlt- 
imvnli] e colla dksbìihh ««iicnilltl tnlto 1* proprietà rundanentali delle Milani c»nio)ie,cbg ptrmet- 

cngano rinuliitc sollaiilo dupo lo ataillo ilella gKomctria snaiiticu o drila geometriD prvit^iTi. 
(l) Verri Bpertilu fianco i clii iaviorl |-ìniporlo ails Libreria KAFFACLLO GIfHTI, Lirom»- 



éi^JV 



Pi 




•*r,„^ _ 






""«» i^^f ^/ 



©>, 









...-. ^^> 

^*^;-*<^. 



^^jfò 




-Chi*»" 5V;'^»7.,^? -SZ'^^' 



'«•« 



«««té 










**c*^r::^^-c4, 



^^/i 



^ij^ 



^^^2!fi^ 



?/fl 



^^sc 



'OOto 



ah 






««'■«i/o»:*'** ^z^»;" ,»«« ■-'**"»« 






«'«te 
'«««/es, 



74' 






'Ma 



Sii 



S50. 



tin„, 



C^'^o. 



..u.o»!"^-^'^.^''--. 



^llO 



H]^o 



•*., 



'"a 






«lUty, 



«D/2 



'0*A^ 



i9or 



-'4 




MATEMATICA RICREATIVA. 

Fu- tutto ciò eh* rignuds qunts rnbrln. liiolsani il ndutUir* 

Dott. prof, dlnllo Cardesa-Lftjiies, a- SaTona, Via Luigi Conti, ViBa Garroni. 





-__ 


13 


GIUOCO A CONCORSO 








Ddb nnlri 
punto TmgoB 

quinds C(jD 


Tliio 

ìT't» 




eiRiinli» 
tnm rtae 


fi 


rviiio fr» t dn> pmi; Tftio 
DM «oiU di i> minuti ripren 
uls. ■ taA Kinnga io A nn 


1 A T 

lorn* 
• 11 e 
■npo 


ndictro 


onieilo 


con d In dliU 


"»." 


4 TiloeJtl d*] pa 
metri) del due p 
D nel qu»le Oiijo 




num. d*t metri ni minuto), eon V qi> 
n tcim. 


(fi. 


trtn. ,id.), 
dnaimid 

C,-L,l 


La migli, 
fra U nnpi-lt 


mi li 


™«" 


,1.« =t 

ard PHbil 

fa it p> 


™Td 


»l rmmtFl mrcHtlsi, t «U'airfiifi 


,«.* 


p." 


»,t>ll«k 


N.1pro» 


mot» 


ioolo 


hlk pahbl 


«u 


1 iplaguion* dal 12° gliiDeo 


.con 
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SPIEGAZIONE DEI GIUOCHI 265 e 281. 



I nn lampo pari o diapiri : poi dia e (e— I) ù mnltlplo < 



da ani k = 1 o i = E e. In eorrìapondanis: a ^ 7. S. 6. 4 a al binna i iiiimeri 316. TIS. KS, 4S. 

Far c = 4 li haDoo 1 nnmerl SU. 214, 734. 334. 

Per = 1 , . . 931, 131. MI. 241, 551. 

Far ■■ = . . , B30. 130. 840. 140. 550. 

iDTlarono tlaolniioni I riig. B«lvad*ra e Pam. B. I, T. di limita: Bmffal. C««mclii a (Ma 
R 1. I. di Tayif.a: tMÌM di Fca, LoaikiNI. K L. di s<it,<-„B t ■anuil, K. I. T. di a-ic^ho. 

^@ 1 • Una coHladlita portò a vendtrt al mtvcalit un Hfto numti-o d'ìtova; dapprima nt 
wtMdattt la mttà piti ^ kdpo (ttnra ramptrn* alettHoJ; indi la mHà rfri i-Ap'dnf piA J ttopo,.,. m «vi 
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che per la sua forma fu, per Buggerimeuto di Brocard, dettn bicorno. 

Gl'inglesi la cbiamano cocked kat (tig. 3). 

L'equBzione della curva si può 
dedurre dalla costruzione prece- 
dente. Le equazioni dei due cir- 
coli e e e' sono rÌBpettivament« 
x' + y'=a' e ar* + (y — a)' = o'. 
Se x e y Bon le coordinate 
del punto H, l'equazione della 
tetta AB è xx-\-yij'=a*, e perciò 
le coordinate del punto P sono 
le soluzioni del sistema x^=7! 
e xx'~\-yy'=a*. E siccome x* ey' 
debbon soddisfare all'equazione 
del cìrcolo e', l'eijuazione del luogo 
si otterrà eliminando x' e 1/ fra 
le tre equazioni 

- . x = x\ xx'-\-yì/ = a*; 
con che si ottiene 




Fif. 3. 



"2o± ' 



che è l'equazione richiesta. 
È facile vedere che ad ogni valore di x, ne corrispondono due 
di y: che non si hanno punti reali altro che per — a^Sa^^Sa. Perx = a 
e per a; = — a la curva ha due punti dì regresso. Le tangenti, comuni 
di due rami, in questi punti, formano ansoli di 45" coll'asse delle 
ascisse. ]l ramo superiore della curva ha due punti d'inflessione, le 

cui coordinate ae 

(Continua). 



SUL PUNTO MEDIANO DI UN SISTEMA DI PUNTI 

appartenenti ad Dna medesima sfera 



1. Sieno A e B due punti di una sfera e aia M il punto medio 
dell'arco di circonferenza massima determinato da essi. (') 

nirrmn M n,n,fa «itdinnn tifi «nUma ^i n«t,II A « R 
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3. Dimostreremo adesso che dati tre punti A., B, Pi di una sfera, 
non giacenti su un medesimo arco di circonferenza massima, gli archi 
che vnisctmo ciascuno di questi punti col putito mediano dei rimanenti 
passano per un medesimo punto Mi e sarà: 

sen P,Mi san AB . 

sen MiM sen AM ^ ' 

Infatti sia C il punto mediano del sistema PiA e Mi il punto co- 
mune agli archi PiM e BC ; dai triangoli sferici PiMA, BOA si ha : 

„ „ sen P,AM ^ „ _„ sen BAC . _ 

"*"• ^'^ = senAPiM '^" ^^' "^^ ^^ = sen ABC ^" ^^ ' 

dalle quali, dividendo membro a membro ed osservando che 

PiAM = BAC , 
si trae: 





sen 
Ben 


P,M _ sen , 
BC Ben, 


ABC senAM 
4P,M sen AC 




Dai triangoli sferici BM,M, P,M,C si ha : 






aen ABC = 


= BenM,BM 


8enM,M 

-senBM «" 


iBMiM, 




senAP,M = 


= senM,P,C 


Ben U,C 
~ sen P,C '"" 


1 P,M,0. 


Quindi 


la (2) diviene :(') 








sen P,M 


senM.M 


BenPiC sen 


AM 


e quindi ; 


sen BC 


Ben MiC 


Ben AC Ben 


BM' 



senBO 

sen M|M sen MiC 

Se indichiamo con N il punto comune agli archi AD e BC (es- 
sendo D il punto mediano aei punti PiB), e con L il punto comune 
agli archi AD e PiM si ha cor procedimento identico al precedente: 

sen BC sen AD sen AD _ aen PiM 
sen NC sen ND ' sen LD sen LM 

Moltiplicando le tre ultime eguaglianze si trae: 

sen MiM . sen NC . sen LD = sen MiC . sen ND . sen LM. 

Se ì punti M, N ed L fossero distìnti formerebbero un triangolo 
sferico nei prolungamenti dei Iati del quale starebbero i punti C, M, D, 
i quali perciò dovrebbero essere su un medesimo arco di e. m. (') cib 
che è assurdo. 



{") Si noU che!» (a)_^» 1> (1) si ottengono nnii toner «onto cho_M fl_Cwno^pnnll_ ^«^nl. 
uw 7, n. 10, 11 e 12.] 
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Quindi possÌAmo concludere cbe gli archi che uniscono ciascuno dei 
tre punti 4ati con il punto mediano dei rimanènti gasano per un tne- 
destino punto Mi che diremo punto mediane del sistema dei tre plinti 
A, B, P, . 

Per dimostrare la (1) consideriamo i triangoli erdrici PiMiC, MiMB, 
dai quali bì ha: 



iMiG ' aen MUiB 

dalle quali, dividendo membro a membro ed osservando cbe: 

P,fiiM = MMiB, 

Ben PiMt _ aen P.CMi aen PiC 
Ben Miti. sen M|BM sen MB ' 

Poiché dal triangolo sferico ACB ai ha: 

een PiCM een ACB aen AB 
sen MiiìM aen CBA sen AU ' 

coBÌ la precedente relazione diviene: 

aen PiMi gen AB senPiC 
een M|M, aen MB sen AC 

Od anche : (*) 

sen Pi Mi aen AB '■ 

sen MiM sen MB 



e. d. d. 



3. Supponiamo adesso di avere quattro punti A, B, Pi, Pi vo- 
gliamo dimostrare anche qui che gli archi di e. m. che uniscono cia- 
scuno dei puìiti dati con il punto mediano dei rimanenti passano per 
un medesimo punto Mi, nel guai punto sarà: 

sen P,M, _ sen AB sen PiM „„ 

sen M»Mi sen AM sen PiMi ^ ' 

Infatti, detto Mi il punto d'incontro degli archi PiMi e PiD (es- 
sendo D il punto mediano della terna ABPi) ed osservando che eli 
archi PiMi e Pi D. s'incontrano nel punto M dalla figura PiMiMDPtMi 
si pub scrivere una formola analoga alla (3); basta, per questo, so- 
stituire nella (3) alle lettere Pi, C, A, M, B, Mi rispettivamente Pi, Mi, 
M,D, Pi,M, e si avràiH 

sen PiD _ sen MtD sen PiM, sen MD , .„ 

Ben P,Mi ~ sen M,Mi ' sen MM. ' sen P.U ' ' ' 



(■) Qn«iU proprietà relitiTn al triangolo ■fsrico 6 propoita come SMrcJiio D«U> TrìgoaDDutrii 
di Q, Peicl. Si è sreduto coDTenLcnte dlmostiirU parche 11 metodo seguita in qoeata dimulTUlwu 
ì applicabile mediante semplice scnmblo di loltere, ai teoremi che al dimostreruuio in i«gnlta. 

|i) Vedi DoU (2) dalli pagina precedente. 



SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA. 

Ma dalla (2) si ha: 



«en P.M, 
Ben MM, ~ 


Ben AB 
sen AM ' 


sen PiD sen AB 
senMD senAM 


quindi la (3)' diviene : 








senP.D 


sen M.D . 




sen P.M, 


sen M.M, ' 


ciò che è lo steaso: 








«enP.D 


sen P.M, 



sen M|D sen M|Mi 

Dairultìma forinola e dalle analoghe si prova con procedimento 
identico a quello seguito nel § 2 che gli archi di e. m. che uniscono 
il punto mediano di tre punti con il rimanente s'incontrano a tre a tre 
in un punto e quindi tutti e quattro avranno un medesimo punto a 
comune Mi che diremo punto mediano del sistema ABPiPi. 

Per dimostrare la (1)' osserviamo che la (4), con lo acambio di 
lettere detto precedentemente, oi dà: 



w 



sen PiMi sen MPt san P.Mi 

sen MiD sen DPi sen MMi ' 

e quindi sussiste l'analoga alla precedente, cioè: 

senPiMt aenMPi sen P,p . „ 

sen M^i ~ sea M,Pi ' sen MD ' '*^ 

E poiché per la (1) 

sen P.D _ sen AB 
sen MD sen AM ' 
così la (4y diviene: 

sen P,M, sen AB sen P.M 
sen MiMi sen AM ' sen PiMi * 

4. Ammettiamo ora di aver definito, con lo stesso metodo, il punto 
mediano di un sistema din — 1 punti ABPi .... P^-i , situati in una 
medesima semisfera come punto di concorso degli tt — 1 archi di e. m. 
che uniscono ciascuno dei punti dati con il punto mediano dei rima- 
nenti e di aver quindi provato che se Mn-« , Mo-t , , M sono i 

ponti mediani dei sistemi; 

ABPi Pb-, , ABPi P„_. AB , 

si ha; ■ 

Ben Pn-» Mn-t sen AB sen PiM sen PgMi sen Pn_t Mn-t 

sen M„_,Mtt_i "~ sen AM ' sen PiM, ' sen P,M, sen P^-, M„-*' 

allora, con metodo identico a quello seguito per passare dal sistema 
dei punti ABPi al sistema ABPiPi , si prova che esiste ancora, se- 
condo il medesimo concetto, il punto mediano di n punti situati su 
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una medesima eemisfera, e che detti Ma-* , Mu^ , M i pantj 

mediani dei sistemi : 

ABP, . . . . P„-, P„_ , ABPi . . . . P.-. , AB 

si ba: 

Ben Pn-, Mn-, een AB sen PiM ean P,Mi MinPn-.M„- , 

sen Mb-, M„-, ~ san AM 'sen P,Mi ' eeu P,M, een P„_,M„_,- 



CerignoU, geonoio 1907. 

Cesabx Bianca. 



77" QUISTIONE A CONCORSO 



In un piano Bono dati una circonferenza e di centro e un punto A, 
oppure due circonferenze e, d di centri 0, 0'. Dimostrare che: 

1". Esistono, in generale, quattro triangoli isosceli ABC, dì data 
forma (simili a un tritingolo dato), con la base AB, e aventi un 
vertice in A, un altro vertice, B, in e e il lato BC tangente a e. 
I quattro vertici C sono in una retta perpendicolare ad AO. 

2**. Esistono, in generale, quattro triangoli dì data forma soddi- 
sfacenti alle condizioni precedenti. I quattro vertici C sono su d'una 
circonferenza avente il suo centro nella retta AO. 

3*. Esistono, in generale, otto triangoli isosceli ABC, di data forma, 

^ con la base AB, e aventi un vertice. A, sulla circonferenza e, un 

vertice, B, sulla circonferenza d, il lato AC tangente a e e il lato 

BC tangente a e'. Gli otto vertici C sono in una retta perpendicolare 

alla retta 00'. 

4°. Esistono, in generale, otto triangoli ABC, di data forma, sod- 
disfacenti alle condizioni della auistione terza. Gli otto vertici G sono 
su d'una circonferenza avente il centro nella retta 00'. 

N. B. — Le quistioni si devono risolvere nell'ordine indicato, e poi 
si deve provare che la prima è caso particolare della seconda, e le 
prime tre sono casi particolari dell'ultima. 

S, Catania. 



B rranla ta% vglgnl t\ Dptn wolaiUclM loIntlldM. 
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Infine, in questa ipotesi, l'angolo AcAbiAh è retto, quindi è AiAu || MiA^, quindi 
i triangoli A]AikM], AthA^iMc bouo equivalenti, e perciò iouo aucbe equivalenti i 
triangoli AjAiMi, AjbAmAi; ma AiAiMi è la metà di AiAnAi, onde il $egiiuiilo AmAu 
dividi ptr mtlà il triangolo. 

Il Big. Ctrirtl, Maerva che, qualunque eia A|, ai ha: 

»«.*>». _ 



Bmnzimii delle mnsTiom 

813, 815, 816, 811, 819, 820, 828, 829 e 830 



Sl3t BUoltift U equazioni 



« (o + «) (« + 2*) {a + 3«) = 6 (6 + x) (t + 2a:) (6 + 3x); 
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3^ La terza equazione si trasforma facilmente in questa: 

aj* (a? + a + ft)« + flòa: (4C -h a + ft) + A = 0, 

X {x -\- a + b) = z, 



e posto 

si ha la risolvente in z 

da cui 



z* + abz + h = 0; 



Zi = 



— dò + Vrt*A* - 4^ . 



zt == 



— «& — VrtV— 4A 



2 . ' -. 2 

e perciò le radici della data equazione saranno quelle delle due: 

x{x -\-.a + bì = Zi; x {x -{: a -{- b) = zt 
dalle quali : 
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- (^ + g>) + V(ff 4- 6 )' + 4*1 
xi = , rz = 



-(0 + 6) — V((i + è)- + 42ri 

Xì = t; , Xa = 



-(o + 6)-f V(a 


+ 6)« 


+ 4r. 




2 






-(« + «- 


-V(« 


+ A)» 


+ 4ra 



4^ Per la quarta equazione osservando che x-^ = — — , si ha l'equivalente 



a?" 



a:*» — 8x» — 4 = 
da coi {Beperiorio, G. L., pag. 28) : 



ossia : 



.-fifi. 



Risolvettero tu^^é le equazioni proposte i sigg. Guerrinl, R. L. di Pesaro; Bel- 
lomo, Ferrari, Lanternani e Magi, R. I. T. di Ancona ; Napolitano, R. I. T. e Salonia, 
L. P. di Caserta; Gerbino, R. L R. di Torino; INancia, I. T. P. di Spoleto; Garbe- 
lottò, R. L T. di Venezia; Genia, R. L. di Cunso. 

Risolvettero parte delle equazioni proposte i sigg. Cutore, R. I. T. di Catania; 
Turola, R. I. T. di Mantova; Bongini e Costa, R. X. T. di Torino; Fresia, R. I. T. di 
Mondavi; Ferrari e Viiiani, R. I. T. di Pavia; Levi, R. L. Marco Polo di Venezia; 
Catsani, R. L. E. Q. Visconti di Boma; Ferri, R. L. di Arezzo; Castiglioni, R. L T. 
di Firenze; iNarangio, R. L. di Aquila; Semenza, R. I. T. di Milano; Gugiieimi, 
R. I. T. di Bari. 

A. Bassi. 



• Dimostrare che nell'equazione 

ar» + 6a?« + ca: + 46c--^ ^ ^ 

o 

una radice è uguale alla somma delie altre due. 

1* Risoluzione dei sig. Bonginl e G. Costa, R. L T. di Torino. 
L'equazione data può scriversi anche: 

((2a? + b) (4ar« + 2ia? — 6» + 4c) = 0, 



8. Catania. 



V.N.I 
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e questa ai scinde nelle seguenti 

2x + b = 0, , 4«' + 2fti — t* + 4e = ; 
chiamando xi la radice della prima e xt, zt quelle della seconda, ei 
b , 2b b 
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e poichò questa si può scrivere ancora 

2 ( A + /•« + A ) ( A - A ) <ft - A ) ( A - A ) = . I 

cos) la (1) equivale Taltra 

2cuc (»» + 4aa: + p) («« — aa? + p) («* + P) = 0. 

Le radici della equazione proposta sono dunque le radici delle equazioni: 
oa? =s 0, »« + 4a« + p = 0, a:* — ou? + P = 0, a?* + P = 0, 



ossia 



.. :{-=^±vc^, zi"^^^' :{*>^- 



La discussione alla cura dello studioso. 

OssBBVAZioicB. — L'eser«izio fu stampato con l'errore seguente: era stampato 
(«« — 2af 4- P)' in cambio di (a?« — oa? + P)'. 

Candido. 

SWm Dimoairare che la equazione 

«'=-y* + «» (1) 

atmnette una infinità di uoluzioni in numeri interi, sapendo che x + j è una pò- 
tenza n"\ 

G. Candido. 

Risoluzione dei sigg. Florian e Bugeanu del L. Ploesti (Romania) ; Bonglnl e Costa, 
L T. di Torino; Semenza, 1. T. di Milano; Longo di Napoli, 

Poniamo x + y^='p'^, allora la (1) diviene 

• P" (« — y) = «", 
e ponendo 






si ha 

a? — y = ga. 

dimodochò 

« = i (p" + q% y = i (p" — 2"). ^ — P2f 

dove p e q sono numeri arbitrati pari od impari nello stesso tempo, e ciò dimo- 
stra la cosa. 

Hanno dimostrato il precedente teorema pure i sigg. Castiglionf, R. I. T. di 
Firenze; Cellini di Forlì; Cutore. R. I. T. di Catania; De Conz, R. 1. T. di Venezia; 
Genta, R. L. di Cuneo; Guerrini, R. L. di Pesaro; Manna, R. 1. T. di Spoleto. 

Candido. 

9l9* In ogni triangolo, le congiungenti, i vertici coi punti medii delle semi- 
circonferenze costruite sui lati opposti come diametri, e situate tutte esternamente 
o tutte internamente rispetto al triangolo, concorrono in un punto. 

Vergbllin. 
1* Risoluzione del sig. Longo di Napoli, 

Ola ABC il triangolo dato, e si dinotino con A, B, C i suoi angoli con a, ò, e 
i lati ordinatamente opposti e con A', B', C i punti medi delle semicirconferenze 
descritte sui lati come diametri. Si ha facilmente dal triangolo A'B'C 
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AB" =: i fl« + i 6* ± aft cos (B + in) = i (a« + 6« ± 4S). 



\< ',> 
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Similmente , '. 

A^' = i (fl" + 6' ± *S), 

ab" — AC^ = 1(6» — e») = lU'* — AC'*. 

Ciò dimostra ebe la retta AA' è pcrpendieolars ftlla B'C, e nello ateeso modo 
si pnò dimoatrare che BB' è perpendicolare alla A'C e CC i perpeDdicoUre 
alla A'B'. Ne eegue che le rette AA', BB', CC s'incontrano nell'ortocentro del 
triangola A'B'C 

2* Rliolinliine generale del aig. PolopeiM, R. L. di Plottti (Rnmenia). 
Consideriamo il caso piii generale, quando sui lati del trianeolq ABC, come 

haai Hi ROHtrnJHcnBO i triansoli iaoaceli aimili AB.C. BCA. CA.R. nimaiitriamo 
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8*W« Dttta a una rvdie* dttl'tqtiationt 

z' - 231 + (pr + 5> - 4,) z + pU + r" - pqr = 0, 
l'equazione 

x' + j«* + qx* + i* + » = 0, 

SI acindt utile due trgtttnti 

^' + * (/» - iy-4') i= + 1 [a - « + Vl9-«J'-4«] = 0. 
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CosTRìTzioNs. — In un circolo di centro e raggio R si disegni un diametro DE 

e il raggio DA che faccia l'angolo AOD = a. Sulla corda AE si tagli Ai = d, e 
col centro E e raggio £1 si tagli il circolo nei punti B, G. 11 triangolo ABC 
è quello richiesto. 

Dimostrazione. — Poiché EIC è un triangolo isoscele, è EiC = ICE; quindi, 

prolungando CI fino airineontro M col semicerchio, si ha £C + AM = MBE; da 
cui AM = MB. Da ciò segue che CM è bisettrice dell'angolo ACB, quindi lèi* in- 
centro del triangolo ABC. 

Finalmente, la differenza ACB — CBA ha per misura \ (BMA — AC), ovvero 
i (BD + DA — AC) = i (DC + DA — AC) = DA; dunque la differenza dei due an- 
goli è eguale all'angolo al centro AOD = a. 

Affinchè il problema sia possibile dev'esser la distanza d minore della corda AE 
cioè d<Z2Rco%ia. 

Risoluzioni sostanzialmente analoghe dei sigg. Bellomo, Ferrari, Lanternari e 
Magi, R. I. T. di Ancona; Bugeanu e Florian, L. di Floesti (Romania); Moreau e Ru- 
spoii. Collegio della Badia Fiesolana di Firenze. 

Risoluzioni trigonometriche dei sigg. Cutore, Maugerl e Barberino, R. L T. di 
Catania: De Conz, R. I. T. di Venezia. 

Infine due risolutori credono che nell'enunciato sia incorso un eiTore. 

R. Vercellin. 



■-•♦•- 



QUISTIONI DA RISOLVERE 



841. Dimostrare che il polinomio 

y« + xy Sa" + xY Sa"ò» + x^ a^b^c? 
è la somma di due quadrati. 

842. Dimostrare geometricamente che 

843. Sommare 

cos CD + 2 cos 2(j) + 3 cos3a) + ••• + « cos fio). 

844. Stabilire la condizione affinchè l'equazione 

(Gfa?" + 6a? + c) + X(ffa;" + 3aJ + Y) = 

abbia le sue radici razionali, qualunque sia X. 

Candido. 

845. Trovare la condizione necessaria e sufficiente affinchè l'equa- 
zione di 3^ grado a;* + ^^' + ^^+,^ = 0, con a, i, e razionali, am- 
metta le radici in progressione aritmetica, oppure in progressione 
armonica. 

G. La Marca. 
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846. Costruire " geometricamente , il triangolo, conoscendo ì raggi 
dei cerchi, inscrìtto e circoscritto, e sapendo che i lati Bono iu pro- 
gressione aritmetica. 

847. Risolvere l'equazione; 

*• — 12 Vìe + 20 = 0. 

848. Risolvere l'equazione : 






» / J""'' 







di col li rie«T« 

In pirtiroln» ii ì r = I, coma 

x—i* — l:^t3. 
. (Eoi M (Uppaniamo cbs alla nntidlns non timing* ilraD doto, 

p<r u, Mpponcnda m = S ti r ^ 0, ti Ii> 

« i= a' — 1 = 7. 

Bltiiidii omiKALitijtziOKi. — S* ai ■•n*nlitiu>* uDecr plh li qulatian* ■«■tiliHnds — 
B -^ , li troTarebba dia dopo l'in* tcndlta il DDinaro datis doti riDMte i d>l« d* 

i{.(.-.r_(.--(.-irl} 

a qitindi ai oTrabba l'aqnulona 
cba dà 

--<'+"(.-^r-'- 

Poiahì X dava «Maro Intero, evidanian.nta r dai» aaaar Ut* eh* ■' -f- ] da muIUplo dJ (■• - 1)-, 
aio» darà aa»ra .=1:1»- 1^-1. eastnda k inlero. 

InTinisno rlBolniisni «iilogba alla I* pabbiluU - paramanta nrìtnietica - i aiig. (Mllal di 
Foyn-, Famrl F. di IViiia a UtUdi. Stuoia Canili • ConU di MilaMc. 

ItiTinrono riaoloiialil ■niloihB illi °- il piodetlo mIr. FwtwI F. ed i «gf. Bwlw di PtUrme; 
CuUillaiii, K. 1. T. di rirri-; BarMiaHa a Js|M. B. 1. T. di Vtnriia: amtM. K. L. di Ci.-»i Bmt- 
rlii, R. L. di /■oa.'Di Ltprt (?) ; LamMrdl, R. L. di Solai-xa; Pluslvb, CdIL S. (iloaappK ii Ftne Jtt 
(Croaila). a StMMBl. R. L T. di Milano. 

Inviarono riaslniionl anala«lia >IIi 3< I »lg^ Anai. B. r. T. di Hr*i»>: Maflal a ZvH*. R I. T. 
di Tarliti Batteri di r»is e Sittl, B. I. T. di AIf«-ndHa. 

iDiiarouo rìaoluiioni divana da quelle pubbllr^te I algg. BilM*l di Ferii; 9M», S. I. T. 
■urial eUBMnua, Coli, della Badia Fleaolana di /'<<•>■»! ionai. R. L T. di MUami,; ■aralll. 

1 elgg. F. FWTIrl o ■irwi eha taanno ancba rtaoluta la qDaatìsna gtnaialiuata, a aaaal •!»- 
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MATEMATICA RICREATIVA. 

Par tutto db rht Hguitrdi qniiti nibi-iin, ilTolgoraL il ndattore 

Dote. prof. 6I11II0 Csrdfttto-Lajneit, a SkTona, Via Luigi Cgi-m, Villa Garroni. 

■ SPIEGAZIONE DEI GIUOCHI 287, 288, 292 e 294. 

A87. Dna Hm O-iao^ola innrii, nUmbiu ut tUrt cA( aUia lo •!-•<> ftiimslri • la 



■ di 1U1II0 

EUmlamido r, ilsjw ivira rldolta ■ tariri ntlonala la 3* aqnuiane ad arar aoppraasa un ht- 
r« connina (a h I,), ■Tremo par raaulttnta : 

2^ - »t fa -1- 6) + M(. - 4) = 0. l» 

Indicando con y,.y,,)r, la radici di qDMt'ulUnia sqnaaione. ai dourìi avara, par nota pioprieU-. 

BiCFona avidentamante una dalla radici daila 0). par ea. ^,. deva aaiara «SBila a I., avrema 

,u, , PO en,. ..caverà , '"^^^ _'^^ ^ \_^ ^^ ^^ 



nO>= -<0 perchè* 



Parìnient*, %e ,7-,,3-,,.f, sona i tr* Tiiloii torriapondmitl della x, uii r,^ a 
, - g ■ a l'i--*il° + W 

_ 3a + 5fc--Vi«-fcna-i-7M 
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siasi di n lettere n u di m lettere b, colla solfi avvertenza che due 
indici qualsiansi di duu lettere a, come pure due indici qualunque 
di due lettere b, consecutive o no, debbono esser crescenti. 

Ora di questi grupi»i è facile determinare il numero. Sia x questo 
numero. Se in ciiiscuno di questi x gruppi facciamo le permutazioni 
degli n indici dì a e degli m indici di b avremo un numero totale di 
gruppi dato da 

X . tu', ti ! 

Ha, cos'i facendo, si formano tutte le permutazioni degli »t-\-n 
elementi, le quali sono in numero di{»i-i~")' ^ quindi deve aversi: 

X .m'. 11*.'= (m + n) ! 



Si pub anclie generalizzare qnesto problema nel seguente modo: 
* Stabilita Vortììne diretto di nn gruppo di m elementi, quello di 
" un altro gruppo di h elementi, quello di altri p elementi ecc. deter- 
' minare il numero dei gruppi di tutti gli m-\-n-\-p^ ... elementi, 
* nei quali gli elementi di ciaacun gruppo parziale si succedono in 
■ ordine diretto. 

„. , (tM + « + P + ■■■)! 

Risposta : x = r~ì — -, . 

*^ in', ni pi 

E. Nannel 
CstaniB, aprile 1907, 



INTORNO ALLA DEFINIZIONE DI EQUAZIONE 
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Sinno À'B'C'e H il triangolo ortico e l'ortocentro del triangolo J 
Hi. H*' ^* sii ortocentri dei triangoli ABC, BC'A', CA'B'. 
*iyiinostr»Te che: 

l», X<e rette HiHi, HiUi, H»Hi incontrano rispettivamente ì 
AB BC, CA in punti allineati. 

20. Le perpendicolari condotte dai punti Hi, Hi, Hi alle 
3C CA, AB, e che le incontrano nei punti I», Ib, le, concorroa 

nUJitO I- 

^ 30. Le retto Ala, Blb, CIc, concorrono in un punto T. 

4.0, Se Al, Bi, Ci, sono le intersezioni delle rette IJa con B'C 
con C'A', I»Ib con A'B', le rette AAi, BBi, CC, sono concori 
5" Le rette IbC, LB', BiCi concorrono in Ai; LA', LC, Ci Ai, ii 
l."B', UB', A.B. in C 

6". I punti H, T, Al, Bi, Ci sono allineati. 
7°. La retta che unisce eli ortocentri dei triangoli HiHiHs ed A 
è l'asse radicale dei circoli di Apollonio del triangolo ABC. 



I. S. Teodorf 



lA tImIuiIhI davono « 

L* nlillor* rlwluilDM 

rr» la froprlB (dlilMl, ■«ni 



t «oÒloflolll •OjlRlIflC' 



■MZME DELU li" W 



DiKi-mtJwi-e la iihzione ehi 
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Parecchie di queste risoluzioni non sono cattive, ma in quasi tutte 
si nota una esposizione non sufficientemente ponderata, quindi molte 
difettano in qualche punto. Molti risolutori si riferiscono alla quì- 
stione 829. La risoluzione del Longo è buona, ma troppo affrettata 
è la conclusione. Le migliori ci paiono quelle dei sigg. Bagesno e 
FloriaD e specialmente quella di quest'ultimo. Quindi Ìl premio sarà 
assegnato al sig. 

Z. FLORIAN, L. di PhesU (Romania). 

R. Vercellin. 

RltoluzlMa del eig. Floflu (leggenneiite modificati!]. 
Dett« xi, XI, it, XI le radici deircquuioiie 

X* + px* + qx^ + rx + » = 0, (I) 
ai ha 

t x,+xt + xi+n = —p {2} 

lxi« + xixi + xxxt + xtxt + xtXi + xix, = q (3) 
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0. 






Ih 
*' + ^,w . ' ""P" facili 



P^-f. 



?> -f «.. 



<"•«!« 



«» 



^* «2 j. 



+/'e/ 



'"•;-^,. 



«'00/ 



Poò 



di) 






^^'^+^;^, 



^^' + r^,. 
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si «ciode Delle due segutuli : 



■+k--l'?-« + ")'+f-J + l/T-']=0. 
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2". Se è t' = — , esaendo alloca f j ^j = 0, una radice dell'equazione à 

«= ^ che dà una soluzione limite del prablema. L'altra radice deU'equftiioiie 

cioè — ai-x 2coe>| sarebbe soluzione del problema, se Tosse soddisfatta la 

condizione — a i-- 2 cosai >■ — , ossia eoa «>-«-■ Ma questa non è sod- 
disfatta, perchè cos a. è negativo e perciò l'altra radice dell'equazione non è solu- 
zione del problema. 

3°, Se è A' > ■^, si ha ^1 — ^(<0, e perciò le radici di fix) sodo reali e 

disuguali e — ^ è compreso fra le radici: aicchà una di queste (la maggiore) 
soddisfa il problema. 

Hanno mandato lisoluzioni del problema i sigg. Culore e Maugari, R. I. T. Cn- 
iaaia; Moreau, Coli, della BHdia Fieaolana, Fiienzt; Salutari, R. L. Macerata; Se- 
menza, K. I. T. Milano; Mancia. 1. T. P. Spoleto; CoiU e Songini, R. 1. T. Torino; 
Garbelotto e De Conz, R. ]. T. Levi, R. L. Venezia. Nessuna però di queste risolu- 
zioni era bea condotta, specialmente per ciò che riguarda la discussione. 

E. N*KBE1. 

SlOi J^ dato un cilindro circolare retto di raggio r ed aUtsza b; si conduca 
un piano paralUlo alle bali di ee»o in modo che la selione ottenuta aia baie co- 
mune di dve coni che abbiano rigpellicamenle i vertici nei centri delle bnsi del et- 
lludro ed abbiano «un superficie laterale eoiiipleisina eguale alla superficie laterale 
dd cilindro. 

r )/S 
Dimostrare che se i - - = -^ , il piano condotto per S punto medio dell'altezza 



rieohe il problcm 


a. 




RIlolMiione. - 
cilindro avremo. 


Indicando con x la distanza del piano 
l'equazione 


cioè 


„,.(VV+f' + V(A-^) 


+ .-J = 2 




V(A-x)'-|-,-'=2A- 


-Vi' + .'. 


Quadrando e riducendo, si ha: 






2x + 3/1-4 Vx- 


+7!, 


e, quadrando di 


uovo, si ha finalmente 




da cui: 


12^' — I2hx + l^r^ - 


- 9ft' = 0, 




x = i[Bh±2 l'3t3A 


-*.-,], 


DCSCUSSCONB. 


— 11 sistema risolvente è 





Sì ha: 

/■(0)-= 16,-2-9J.'; fih) = 16r^~9h^; 1 = 12 {3h' — ir*} ; 2 = ^- 
Poiohè èflO) = flhì, non sarà mai f{Oì.f(k]<_0, e quindi non avremo mai 
una sola soluzione ordinaria. Per averne due, essendo sempre soddisfatta la con- 
dizione 0<CZ:^--<Zh, basterà che aieno soddisfatte le altre due 
1 6r' — 9A' > , Bh' — ir' > , 
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*• — 2i {l + 2.-) + k'- ir* = 0, (2} 

da cui . 

«, = i + 2r- 2 ^r{2r + k). ». = i + 2,- + 2 \r{2r + *]. (3) 

DetermJnnto il valor» di 7, il problema può coneiderarsi riaoluto; 'evideote- 
mente ad ogni valore accettabile di 2 che soddisfi alta relazione (}<Zr<Zr eo^ 
rìeponderaiino quattro posizioni del punto P (vertici del rettangolo iscritto che ha 
la base parallela ad A8 e l'altezza data dal valore di 2). 

DiBotisaiONB. — n aiatema risolvente ò dato dalla |2) insieme alla disegua- 



(2l'2-l)] = (4-fa) (*-*.) 



,f(0) = f- 


4r' = (fc + 2r}(t-2r) 


1 ^M-i"- 
1 i>0 


2,-t _ ■:,■• - [i + ,■ (21'2 _ 11] [t - ,■ (2\' 


Non 8i *v 
dovendo esse 


ranno mnj due solnzioni ordinarie, perche 
e f(O).;'(i-)<0, cioè 


e pereliè è 


|t-2,1(i-h)(I:-W<0 



2r<t<ta, cioè 2c<i < »-(2V2 + I) 

(che aia k<h ai esclude, supponendo i>0). 

lu tnl caso, essendo /■|0|>0 e f(i-)<0, la soluzione accettabile è z = zr. 
del resto è eviilente pei le [Sj die zt "ou è accettabile, esaendo fi |> r. 

Anche per k — kt, cioè per fc = f(2v'2 + 1) avremo una soluzione ordiuari», 
alla quale corrisponde per s il valore massimo z = f e il punto P è io tal caso 
uno degli estremi del diametro perpendicolare ad AB. 

Pei' avere soluzioni limiti deve esaere /'(0| = 0, quindi avremo una soluzione 
limite per it — 2i', alla quale coirisponde per s il valore ;=±0, e quindi per P i 
due punti A e B. Per ;t— 2r non ai ha, oltre alla soluiioue limite, una soluzione 
ordioai'ìa perchè è fUXQ. 

Negli altri casi non si hanno soluzioni. 

Kiepitogando, dunque si ha il seguente prospetto: 

k <Z 2i- nessuna euluzione. 

jt:=2f- 1 soluz. limite [due posizioni del punto P, estremi 

del dinmetro AB}, 
2r<fc<.(l +2V'2Ì 1 soluz. ordinaria (quattro posizioni del punto P). 

A = c(I + 2y'2) , , (duo posizioni del punto P, estremi 

del diametro perpend. ad AB), 
r (1+ 2 \'2)<k nessuna soluzione. 

Le migliori lisolnzioni furono invinte dai sigg. Corrano, Delle Piane e Varese, 
I. T. P. di Cusal,„onftrraio; Longo, di Napoli; Magi, R. i, T. di Aiieo'ia; Miugeri 
e Salvo, R. 1. T. di Calnnia. 

Inviarono risoluzioni anche i sigg. Anau, R. I. T. e Moreau, Coli, della Badia 
Fìeeolana di Firtme; Barberino e Cutore. R. 1. T. di Catania; Bacchi e Rosta. R. 
1. T. di Savona; Sellomo, Ferrari V., e Gfimaccini, K. 1, T. di Ancona; Bonglni 
Colombino, Coita, Ferand de Villy e Garbino, R. I. T. di Torino; Bugeanu, L. di Ploali 
(Boman'iul; Cccohieri. R. L. di Mas»a; Da Coni e Garbelotlo, H. I. T. e Levi, R. L. 
Marco Polo di Veiietia; Fresia, R. I. T. di Mondai^; Canta. K. L. di Ctneo; Guer- 
rin), R. L. di Ftmro; Guglielmi. R, I. T. dì ISari; Mancia, I, T, P. di Spolelo; 
Lorenz e Semenza, K, 1. T. di MUano; Salonia, L. P. di Caserta; Scala, di Cirìi 
(Catanzaro); Turola, R. 1. T. di Mantova. G. C.-L. 



E. Db C 
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SSO* Hitoirért l'eqiiaiiont 

RtMiuilne. 

Posto: ex' — a= —^y, esaenda y un'iiicogoita MDsilillriR, si ha; 

e qnindi l'equazione in y: 

V — 35i/ + 4 = 0, 
diitU quale 

35 4- VìTel 35 - ViTeì 

'■"^ 8 "'= 8 

Le radici dell'equazione proposta aaTauDo dunque quelle delle due eq 



^^^]/'LA1^1±±ÈM1 :,^±]/l±l^l±ÌÉlfì. 



B p) e non presenta akunn di 

Riaolvettero in modo analogo l'equnziane proposti i sigg. Carbelotto. ] 
Venezia; Turni». R. 1. T. Mantova; Mlincla, I. T. Spoleto; Batti, H. L. Be. 
Semenza K, ]. T, Milano, De Stelino, R. 'L. Garibaldi, Napoli; Bongin) i 
S. 1. T. Torino ; Miugeri, Barberino, Salvo e Cutore. R. I. T. Cutania ; Rutpt 
della Badia Fiesolann e CaMiglionI, R. 1. T. Firenze ; G. Potopeanu, N. Buj( 
Z. Florlan, L. Ploisti (Romania). A. B 

9!»7* Va pitto di milatlo il cui eofffieienle di dilalatione lineare l 
tHey$o nel merturio sablaec la epinia bo alla teinperaiura di 0°, e la spinti 
temperatnra di t°. I>edurre da questi dati, ti coefficiente dì dilalationi asta 

Risoluzione del sig E. Culore, R. 1. T. di Catania. 
Essendo t^j e r. i volumi del pezzo di metallo a 0° e a (", yo « pi i p 
'" ' ' ' "" t", si ha (principio d'Archimede): 
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Risoluzione del sig, 0. Bugeanu, Liceo di Piotali (Romaiita). 
Posto 1/ ^^ xz, b ^= ac, il sistema diviens 

a.'(H-^ìi = «'(H-dc (Il 

a-M-;)(l + 2^)12 + 2) = (.'(1 -c)(l + 2c| (2 + <•). (2) 

Dividendo 11) pet la |2), troviamo 

(1-j)(H-2jH2 + j) |1~c)1I + 2.1(2 + c]' 

e II +c)(l-i)(I +22)(2 + j| = |I— c)(l + 2e)(2 + c);|l + *j 

c(Ì + r)z* + |l+3c-c')«' + (l-3<''-«')i-<:(l + '^) = (3) 

|z-(;)[cm-c)i' + |l + 3e + c*)j + a + <l) = 0. 
Le radici dell'equniione (31 sooo 

h 1+c n+b 1 « 

^,=. = -- « = -— -^- '. = --f+---;rT6- 

Sostituendo successivamente zi,zi,2i nella (1) ottaniAmo: 

i> — „J = , a:' — i" = , x' + (n + i)' = 
che danno 

-.-.!';j-2(-i±.v'r), x.-i;^;} = |(-i±.iT)i 

e dalla y^^zx si ottengono i valori corrispondenti di y, 



']:}=ic*"-=)- 



Pervennero o/fo risoluzioni: Catare, Maugeri e Barberino R. I. T. di Catania sì 
avvicinano al procedimento qui seguito ma commettono errori di calcolo ; De Conz, 
R. L T. di Vtnexiit e Semenza, R. J. T. dì Milano ritengono die il testo della se- 
conda eqnazione contenga un errore iti stampa e sostituiscono al primo fattore 
nei due membri, rispettivamente « + y, e a + b; Senta, R. L, di Cuneo, presenta 
una risoluzione incompleta e quella di Songini e Coita, R. L T. di Torino, contiene 
inesattezze piuttosto gravi. A. Bassi. 



QUISTIONI DA RISOLVERE 



851. Sia BC un diametro mobile di un circolo, H un punto del 
suo piano, B' e C i punti in cui le rette BH e CH tagliano il cir- 
colo. Trovare il luogo del punto medio di B'C', 

0. BUGEANH. 



*» Déttrminavé uh tHangolo rettangolo i etH lati tiono mlaurati da nuìMri intieri é 
inoltro Varoa od il porimotro oiono ooproni dallo tteoao numoro itUioro. 



••• 



RieoliKioM. 



(1) 



Indicando rìapettìvamente con a? ed y le misure dei cateti « ean « quella deiripoteoaaa, do> 
▼remo avere 

«■ + y« = eS; i«y = ar+y+». 

Eliminando w, si ba 

4 (x -f- y) — xy = 8. 

Risolvendo questa equazione in « -f y e xy jn numeri Intéri, poiché evidentemente ana soln 
zione h{x-\-y = 2, xy = 0), avremo 

e quindi per la (1). si ha 

a - i «y - (x + y) r= e _ 2. (3) 

Dalle (2) si ha che x e y sono radici della equazione 



(2) 



e quindi 



W« - (2 -f 0) W 4- 4d = 



(4) 



Affinchè W sia razionale, deve essere 

e»-12d-f 4 = i« 
da cui 

0=a6± VA;«+82; 

ma dovendo per la (4) essere razionale anche 0, occorrerà che sia un quadrato perfetto ìfi + 82. 
Poniamo 

X;« 4- 32 =» AS e quindi » 6 d= A. (6) 

La 1» delle (6) può scriversi (h-{-h) (A — i») ^ 32, e poiché 82 è scomponibile in due fattori 
intieri soltanto nei tre modi 32.1; 16.2 e 8.4 e non può evidentemente essere h-\-h = 22t 
h — i' = l, perchè in tal caso A e X; non sarebbero interi, sarà 



A + fc=16; A-Jb = 2 


oppure A+J1;=8; A— i- — 8 


da cui 




da cui 


A = 9, Jfc = 7 




* =r 6, k=2 


e per la 2« delle (6) 




e per la 2« delle (6) 


e^ = 15, ^a == - 3 




03=12. e^ = Q 


e quindi, per le (3) (4) : 




e quindi, per le (3) (4) : 


J;)=(i^ l\hV-^ . 




y8/-\6; y4/~\2 


*j = 13 «a = — 5 




eg— 10 « = - 



Evidentemente sono accettabili soltanto la 1* e la 3* soluzione e cioè le misure dei lati del 
triangolo richiesto possono essere o 

(5, 12 e 13) o (6, 8 e 10) 

Inviarono risoluzioni complete i sigg. Borino di Palermo \ Bacchi e Rosso. B. I. T. di 8avona\ 
Cetllnl di Fori\\ Corrano. Delle Plana e Varoto, I. T. P. di Ca»almonf errato \ Ferrari di Pavia; Qar- 
belotto. R. I. T. di Venezia; Halvano do Benedetti, R. I. T. di Torino; Somonza, R. 1. T. di Milano; 

Inviarono risoluzioni incomplete i sigg. Bonglnl e Cotta. R. I. T. di Torino ; Castiglloal. R. I. T. 
e Zlmmermann, Collegio della Badia Fiesolana di Fireme; Plauclch. Coli, di S. Giuseppe di Fortore; 
Salvo. R. I. T. di Catania; sig."* Villani, R. I. T. di Pavia; Zurlinl. R. I. T. di Bologna. 

Sette risoluzioni erano completamente errate. 



In «n collegio i convittori generalmente pagano 82 lire di retta menaile eiaeeuno; ma 
due fratelli pagano compleeaivamente L. 155. Se in quent'anno ogni mese il collegio rìeeuote L. 4<nfS, 
quanti convittori ha f 

G. C.-L. 
Risoluzione. 

Indicando con x il numero dei convittori, escluse le y coppie di fratelli, deve essere 

82x i- 155y = 4073. (1) 

Risolvendo questa equazione in numeri interi, secondo il metodo esposto nel Fase. II di que- 
st'anno, si ha 

8 [ 9 





1 
82 


1 
73 


155 


73 


9 


1 




49 





407a 


55 


55 



» 


l 







6 


1 



ed una soluzione intera della (I) è 

V -- 82 1=3; 

* \b2 .73 73 . 9 ' 9 . 1^ 



4073-155.3 ,, 
' = ?2 '-='* 




B d*Il6 (1) 1 



3 + Sìa. 

gpifiit» = ■ quindi l'uà 



e pai'rll> il nnin«ni ilei convittori è 44 + 1» X ^) ^ 50. 

Invlurcno rlsolmlanl inulugliii * anelli piiUblIcnU 1 alBE. •orim di /'..Ir. wo; Milli di /VH): 
Miti F. > L. R. I. T. d) Mm.na ; tlaAt». 1_ di Iféoii iKomai-li); BirMIatto, K. I. T. d> KhmIs e 
Pluoloh. Coli. 8. Gluupp* di /■ui-n.i-J (Crolli». 

loviirsno BUrs vNolniloni 1 ■Ipc. BirtorlM « ■luf»!, B. I. T. di Cau«in: BItoHi di >-aWI: 
BaniM a Coati. R. I, T. iti Taii«« : CirlathM. I. dal Coli. Nsiaraiiu di A«wa ; Ciatl|ll«iil a BM>tila, 
K. I. T. « linnarMiM. Coli, dvlli Hidia Fis>oIaii* di f'.n.»^ Dalla Htmt » Cwt«h. S. 1. P. di 
C-i-li-inf-rai": OroaMCi. L. di l'f»>ii (BoiiiiiU) i Firrwi V. a aul. R. 1. 1. di J-ci.><-: Fmla. 
H. 1. T. di ^o>i.io<-) : BavaHI di d»io>i.. ; OnU. K. I.. di C.n'o : Biamni, It. L. di /-«o.» : Iiqiw. 
B.I. T. di Vf^tsla: Lonktril R !.. di a-Umo: Rvavi. H. I. T. di .>ta»«i^ anaala. I.. f. di a>.f.'<a- 
SilM. U. I. T. di CMicnim BurpMi. R. I. T. di !■ 

(Dna riaolniioni ermla. una pinvr- - ■■- ' 

)^04. Trormt hh qmiralo f 



i(K-}(o + i) ^loo^*+l^-l-lo(^ + l) + 



InfiUI e tS>=^-20£5 « ^e) = 31 86 ad i: rliigro c)ia queati due numeri toddigr^no nilei 
Invilirono liaolntioiii i tipg, Bomlll a (Mata. It, I. T. di Foi-Iho; BoriiKi di /'ff'i 
n. L T. e RDraiu. Coli, della Uiidia Kiesolaiia di Fi'-nif. CallinI di Foni; CkanMai. n. i. i. ai i- 
nula: Famrl V.. R. I. T di Atiaiaat Big." FrttaclM di A^uiìq: UuHm. R. L. di C^ro; Jww. 
R. I. T. di yiHnìa; Umberti, 11. L. di ^tri-..»; Usta di It-..paii^ Salmi», L. P. di Cannili Gdvo, 
H. I. T. di Caluma: SaRiaua. R. I. T. di Milano: aiii."* VlllMl, R. I. T. a F«T*rì F. di PaMt. 
Viirt rlBoliitili'i liinno iioUto giaetsmente l'unnltà di questo giuoro fai n, 372. (6. C-Ll 
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i-niio rnralanis r1:i B « Ò.Oi, - (4 - ( < - «I - S< => ). VaMA I* orhe hnnno unn talodU. 01 1 di 
KB ill'an. Il tempo di «us Impianto per undiire ds 0> ■ Db ì ora If : 1 1 = ore S. 

U àsià •liatAiiU dnMdi rinn opjoi» rl-a-f ^. mentre'» « diatanta da M di nno apulo <!-(. 



un Ine 



I M- 



e quindi P.Pk ^ Id — i - J il - 1 (^ — -')- 1(3- 2i) a pereiò 11 tempo Impiagalo dalle pewre 
par andare da P. ■ Pb: è 1 13- liihl = ) (Ili ~ lQi>. 

furono raraiiunte in P. da A o qntndi A aarà diatanta da H di ano apaiio ll^d — 6 -^i) + 1 {!& - lUc.U. 
mantra 11 l diatanta ila » di d-i-lx t qaliidl la diatama reciproca dei di» pedoni è 

(J-2-ii)-[l(2>*-«+*) + i(15-IOr)xl = i(17i-10r'-31. «) 

PdIcIiì I dna pedoni al mantengono aempre ad aguale diatuia, dovranno ataareegDali le (IM^l, 
liar-n = [ni-Hte«— SI 

mj* - lOi + a = 



pakblliMtii. i Bi^g. lialiM di Fo-ih ÙrMotta e logiiL R. I. T. di Vntii»; 

Inilatafi erano errate (O.C.-I.I 









»" - n - 3O0 - 1 eloi ■' 

l>altn |3) im. sottraendo membra a membro, si lia 

Usile (5; (71, sommando • eottraendo, aJ lia 

•."=^1564 . n-^ 1265. 

I tre gmiidi italiani agno 



r OCT i8 KHufj 
DI ALCUNE NOTEVOLI CURVE PIANE 



l'origine delle 
1 punto sì co- 




Bisaccia. — Si consideri il ciicolo che passa per 
coonlinatu ed iiiv per centro il punto C (in, ^b). Di 
«tniiscA una corda vaiia- 
bile OK, e per K si con- 
duca la parallela Hll'nsse 
delle ascisse e si prenda 
FiM = OK. II luogo geometri- 
co dei punto M, quando varia 
OK, è una curva elio dal suo 
inventore Q. Saint-Vincent 
(1647) fu detta parabola vir- 
tuatis e elle poi Cramer, 
cui fi deve la costruzione 
precedente clitamò bisaccia fì^, 4 

{bis-saccus) (tìg. 4). 

Indicando con x e tf ìe coordinate del p unto M e co n x' e y quella 
del punto K, ai ha, osservando che è j; = PM = OK, 

y debbono soddisfare all'equazione del circolo dato, sì 
x'* + ff'" ~ <w^ — by = 0. 
Fra queste ultime tre equazioni, eliminando x' 6 y', ai ha: 

(■«' — hY = "' (x^ — y') 

che è l'equazione della bisaccia. 

Se fosse b = 0, cioè se il centro del circolo fosse sull'asse della x, 
l'equazione diventerebbe 



e poiché x' 
ha pure: 



ay 



= x" (a' — a;') 



e la curva in questo caso fu chiamata /effintscofa (^t (?firo»o da Marie; 
e otto, per la sua forma, da Aubry. 

Dell'oiio possiamo dare un'altra costruzione per punti. 

Sia OA^=a uu diametro di un circolo, OC una sua corda varia- 
bile; si prenda su OÀ un segmento eguale in valore assoluto od AG 
e sia M il punto d'incontro della parallela ad OA per C colla per- 
pendicolare ad OA per P. Il luogo di M è un otto. Infatti, se si prende OA 
per asse delle x e la perpendicolare in per asse delle y, espri mendo 
in due modi l'area del triangolo rettangolo OCA si trova ay=^±xy'a* — x* 
ossia a'y' = x* (a* — x% 

L'area compresa da un ramo della bisaccia è data À = ia\a'H~^*i 
e nel caso A%\\'otto si ha: A^^a*. 
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B\ÌOi\to(bifoUuiii,folium duplex). — Dato un angolo retto A0B(fig.5), 
e i punti A e B Bui snoi lati, «Ile distanze date OA^a, 0B^& 
dal vertice, si costruisca per A una retta tirbitraria AM e per B la 
per peli dicnl art) BM. Quindi per M si conduca 
Ih ietta MH perpendicolare aiJ AO, e per H 
In HK perpendicolare ad AM. II luogo geo- 
metrico ile) punto comune a queste due rette K, 
quaiitlu varia la retta AM, è una curva trovata 
da Longciiamps net 1869, e die egli chiamò bi- 
foglio obliquo. 

L'equazione di questa curva in coordi- 
nate polari i<i trova subito, considerando il 
punto A come orìgine, la retta AO come 
asfle. Dal triangolo rettangolo AKH si ha: 
I. Ma dal triangol o A HM, si 
j^ quindi èp^=AMcos'cu. 




Fi», i. 



AK = p = AHcosM 
ha pure AH^'AMco s'n 
Osservando poi che A M è la proiezione della 
AM'=aco8(i)-f'^sd(»t 



apezzata AOBM sulla retta AM, si ha pur 
e perciò si lia l'equazione 

p ^ cos' (o (a C08 (I) + è sen w). 

L'equazione in coordinate cartesiane, prendendo A come origine 
e AO come asse delle ascisse, ai può dedurre dalla precedente, colla 



nota sostituzione p = 



■ |j;' + y', tgo) = — ,pcos(a = 
(a^ + yy = x^ (ex + by) 



=t/\ si ha: 



dunque, anche il bifoglio è una quartica, che ha un punto triplo nel- 
l'origine, che è anche un punto di regresso pei due rami KA, LÀ, 
tangenti ambedue in A all'asse delle ordinate. 

Col nome di bifolium si indicano anche le curve definite, in gene- 
rale, dell'equazione ^_^ —^— 
y = ± [\p — ax ± \r — Ox] 

dove a,b,p,r sono costanti date. Fra esse è compresa, come caso 
particolare la curva che ha per equazione 

y = \'px ± \'.ipx — X* 

che si ottiene, ponendo nella precedente a^O, r = 2p, 6 = 1. 

Questa curva fu studiata da Cramer e vien chiamata bifoglio retto. 
Eccone una semplice costr uzio ne suggerita da Brocard. 

Si prenda un circolo, e kO = p sia un diametro. La retta A sia 
l'asse delle ascisse e la tangente in quello delle ordinate. Da nn 
punto qualunque B del circolo si costruisca la perpendicolare BP al 
diametro e su di essa, da ambo le p arti a par tire da B, si prendano due 
segmenti BM,BM', in modo che siaBM=BM'^OB. Il luogo geometrico 
dei punti M, M' è il bifoglio retto. Dìfatti si ha, ponendo AOB = f, 
a; = OP = OBco8(p: ma è OB = ÒAco8(p = pcos tp; 

si ha perciò 

x = p cos' q;i 

y = PM =i FB ± BM == p sen tp cos 9 ± p cos 9. 
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Tra le espressioni di or e y eliminando cp, si ottiene subito 

y = ipx ± ^2px — x\ 

Cappa. — Costruita una retta CD parallela all'asse delle ascisse e alla 
distanza data OC = a da quest'asse, si prenda su CD un segmento CN 
arbitrario, e su ON il segmento OM = CN. Il luogo geometrico dei 
puuti M è una curva, stu» 
diata da Barrow nel 1669 e 
chiamata cappa da Àubry, 
per una sua certa rasso- 
miglianza alla lettera K. 

È facile vedere che la 
retta CD e la sua sim- 
metrica rispetto all'asse 
delle y sono assintoti delia 
curva: che questa passa 
per l'origine ed è sim- 
metrica rispetto all'asse 
delle y. 

È notevole la seguente costruzione dovuta a J. Bernouilli. 

Da un estremo del diametro OA d'un circolo dato, si conduce 
una corda arbitraria OB. Dal punto medio E dell'arco OB si conduca 
una retta parallela al diametro OÀ. Il luogo geometrico del punto 
d'incontro di questa parallela colla corda OB è un ramo di cappa. 

L'equazione di questa curv a in coordinate polari si trova subito. 

Difatti si ha (fig. 6): p = OM = CN = atge. 

L'equazione in coordinate cartesiane si ha con siderando i trian- 
goli OMP, ONC, dei quali si deduce OP:NC: :~MP: OC da cui 

y' ix' + f) = a V. 

Si vede perciò che il cappa è una quartìca, cioè una curva di 
quarto grado. 

Si ha inoltre: 

La superficie compresa fra la curva, l'asse delle ordinate e un asin- 
tota è un quarto del circolo che ha per raggio la distanza fra l'asse 
delle ascisse e un asintoto. Si ha cioè: A = i Tia*. 

E. Nannei. 
(Continua). 



Fig. 6. 



SULLA RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONE 

3 S 3 

Và + VB + >^=o. (1) 



Le A,B, C si suppongono funzioni razionali intere rispetto all'in- 
cognita X. Si può supporre inoltre che non contengano nessun fattore 
comune in x; perchè se contengono un fattore comune M, l'equazione 

3 

si scinde in|M = 0, e in un'equazione della forma data. 



..;. ^^ 
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laolnndo il terzo radicale e poi innalzando al cubo si ottiene: 

A + B + 3 VAB (v'A + Vb) = - C. (2) 

Ogni soluzione delin (1) è soluzione della (2), e ogni soluzione rtale 
delia (2) è soluzione della (1). 

Lu (2) è dellii stessii forma della (1), e non si riesce in nessuna 
guisa, con ulteriori innalzamenti a potenzii, a renderla razionale. Ci 

si contenta di approfittare di nuovo della (1), sostituendo — V^ >"- 

vece diVA + )B, a si ha: 

A + B~3VÀBC = — C. (a) 

Ed infine: 

(A + B + C)' - 27ABC = 0. (3) 

Ogni soluzione della (1) è certo una soluzione della (3); maHoiiii 
può ora dire che ogni soluzione reale della (3) è soluzione della (1). 
Se, p. es., si risolve l'equazione {') 

Vl + 2x+Vl + 3x + V'l+43: = 0, 

applicando la (3), si ottengono le due soluzioni reali x = 0, x^ — i, 
delle qusli la sola seconda soddisfa la (t). 

Questo esempio intanto mostra, che, pur limitandoci alle soluzioni 
reali, la (cS) è più generale della (1), contrariamente a quanto si af- 
ferma in aicnni libri, compreso il mio testo d'Algebra. 

Indipendentemente dal! esempio riportato, si può dure una spiega- 
zione di questo fatto, cioè che una soluzione reale della (3) può non 
essere soluzione della (1), che pare, ma non è, in contradizione con il 
teorema fondamentale che dice che le due equazioni A = B, A" = B" 
per in dispari ammettono le stesse soluzioni reali. (*) Infatti; x = % 
non sia soluzione della (1). Allora, per x^a i valori numerici di 

VA + i'B e — l'C risulteranno difTerenti, e cosi i due membri della (2), 
come cubi di numeri differenti. Ma quando dalla (2) si passa alla (a) 

[e quindi alla (3)] ponendo — yU in luogo di VA-J-B, può darsi 
che i due suoi membri, per x^a, diventino eguali; cioè x = x, che 
non è soluzione della (1), può essere soluzione della (3), la quale quindi 
può avere soluzioni reali che non appartengono alla (1). 

Una verifica dunque è necessaria. 

Questa verifica certe volte non riesce facile, o è addirittura im- 
possibile; e ciò avviene quando i valori numerici di A, B, C sono 
espressioni numeriche complicate, ovvero espressioni algebriche, se 
l'equazione è letterale. 

Qiova allora il seguente teorema che rende tale verifica assai sem- 
plice, 6 che, forse, è nuovo : 

" La condizione necessaria e sufficiente affinchè una soluzione 
reale :r = a della (3) sia soluzione delia (l) è, che per x^a, delle 
tre funzioni A, B, C due acquistino valori aventi un certo segno, e la 
rimanente un valore avente segno opposto ,. 

(1) Cb. ILiETiiii.ZDCCAe:!!, Gnau pratica jwr la WioIkiIsi» dillf tqmiieni dì If • fi gremii 
LlTorno. OluMl, BIMinUta dtfU ttudtiti. H. M41. L, 1. 

{') Cfr. Il nstcTola arUcolo del prot. 0. Cihdido, Bulle equiionj ImzloDili. 
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La condizione è necessaria. Infatti, per x = (x, le À, B, C non pos- 
sono contemporaneamente annullarsi, non contenendo nessun fattore 
comune in x. Ne possono acquistare tutte valori dello stesso segno, 
non essendo nulla la somma di tre numeri d'egual segno, eccetto nel 
caso in cui siano separatamente nulli. Dunque, due devono avere un 
segno e là rimanente Topposto. 

La condizione è sufficiente. Infatti; per x = a risultino positivi i 
valori di A e B, e negativo quello di C, e per semplicità di nota- 
zione, in ciò che segue À, B, Ò rappresentino i valori numerici delle 

8_ S 8_ 

funzioni A, B, C. Se dalla (3) si ricava che yc = — Va — VBi ì' teo- 
rema è dimostrato, perchè allora x = a e soluzione della (1). 
Si ponga C = — G\ La (a), che e la stessa della (3), diviene: 

C'-3VAB.VC'~(A + B) = 0. 

3 _ 

Posto yC'= tt, si ha: 

t«» — 3 VAB . u —(A + B)=0. 
Applicando la formola di Tartaglia si ha: 

8 S 



_|/A±B^ 



'(A + BV 



— AB + 



|/iL±B_y 



(A + B)' 



—AB. 



Cioè: 



m=Va+Vb. 

8 3_ 

Ed essendo w = \^' = — yo, si ha, infine, come volevasi dime- 

3 8 3 

strare: — yC=VA + VB. 

L'equazione precedente poi non ha altre radici reali. 

Nota. — E manifesto poi che alla (1) può ridursi ogni equazione contenente 
tre radicali cubici senza altri termini, o due radicali cubici e termini razionali. 
Esempio. — Risolvere. 

3 3 



y* + yV3- + l/':r-^V3-=2. 



Risolvendo col metodo indicato si trova la sola soluzione reale a? = 1. 

La verifica con la sostituzione diretta, riesce disagevole. 

Col teorema dimostrato essendo per a; = 2, A e B positivi e C negativo, si 
concluderà, senz'altro, che x = 2 è solu^ne della proposta, anzi è l'unica solu- 
zione reale della proposta. 

S. Catania. 



■ 4«»^' » 



SULLA DISCUSSIONE DEI PROBLEMI DI 2^ GRADO 



Sempliflcazioue del metodo di Tartinrille. 

Il presente articolo è specialmente rivolto agli insegnanti di Matematica che 
hanno avuta occasione nelle loro scuole di esperimentare il metodo di Tartinville 
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p«r Ift diacuBBionfl dai problemi di 2' grado. ('} Qaesto metodo, pur tanto atile, 
richiede nel caso generale, che qui ai considera, un cumulo non indìfferenU dì no- 
EÌoni, che i giovani atndenti non devono inai perdere di viata, ciò che rende al- 
quanto penoaa rapplicazione del metodo stesao. La sampli ficai ione qui proposta, 
a mio avviao, diminuisce di molto questa fatica ridncendo il procedimento in so- 
stanza all'ordinaria discussione di un'equazione di 2° grado contenente un para- 
metro. É inutile aggiungere che, nel campo pratico, basterà che lo studente ri- 
cordi le regole che stabiliremo, sesia tener conto del procedimento che impieghe- 
remo per ottenerle. 

Supponiamo che la riaolusione di un certo problema aia ridotta s quella di 
un'equazione di 2° grado e che ad ogni radice dì questa equazione corrisponda una 
soluzione del problema, quando e sola quando la radice stessa sia compresa fra 
due numeri reali finiti a, ? {a<^i) limiti ÌDclusi. Supponiamo anche che l'equa- 
zione contenga un parametro variabile nt oltre ad altri eventuali parametri che ri- 
guardiamo come fissi nel corso della discussione. 

Sia l'equazione risolvente: 

ax* + bx + c = 0. (1) 

il cui primo membro indicheremo conf{x]. Porremo i = b* — iae. 
Facciamo una sostituzione d'incognita, ponendo: 



La relazione (2) che lega fra loro le variabili y ed z 

Ad a; — K corrisponde y^O e ad x = py^<x>. Ai valori di x compresi nel- 
l'intervallo d. . . ^ corrispondono valori positivi di y, e viceversa si valori positivi 
di y corrispondono valori di x compresi nel detto intervallo. La prima di questa 
due cose è evidente. Quanto nlla seconda osserviamo che la {2) ci dà; 



_ ey + i 



(3) 



e che il secondo membro della (S) per y positivo è certamente compreso fra a e p, 
come si verifica facilmente sottraendolo da questi due numeri. Sostituisco nella (1) 

al posto di * l'espressione equivalente '^ -■■- 

Si ottiene una nuova equszione di 2" grado: 

aY + by + c=0. (4) 

Si trova poi facilmente; a- = fm, i = 2« . aS -f 6 (« + p)-|-2c, (') e =/•(«). 

È evidente che, fissato tn, le radici della (4) sono i valori di y corrispondenti 
alle radici della (1). Dunque, quando e solo quando una delle radici della (4) sarb 
compresa nell'intervallo ... -f ce. la corrispondente radice della (1) sarà com- 
presa fra CE e g e ci darà una soluzione ordinaria del problema. Così qnando 



Prof. Ausaiirr-C^Bl nel * Sap 
tnrhe 1b trittmioi» di qntato 
ri- Zucca OKI. Livamo, Editore 



■a propiiaU. della ii 
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la (4) sarà soddisfatta da y = 0, oppure da f/ = oo (e solo allora), la (1) sarà 
soddisfatta rispettivamente da a?*» a, a?= ^ e si avrà una soluzione limite. (^) 

Basterà dunque formare per Tequazione (4) l'ordinario quadro della discus- 
sione delle radici (v. Mabtini-Zucoagni, L c, pag. 153-55) e scrivere a destra di 
ogni linea le conclusioni relative al problema dato. 

Nel caso che si abbia una sola soluzione ordinaria (accompagnata o no da 
ana soluzione limite) è spesso utile sapere se essa corrisponde alla radice 

- oppure alla radice X2 dell'equazione primitiva. È facile vedere 



Xi = 



2a 



che in ogni caso (cioè indipendentemente dal segno di a) la radice ordinaria sarà xi 
se f(ti), ossia e, sarà positivo (o f(^) = a negativo) e sarà X2 nel caso contrario. 
Lo stesso criterio serve nel caso di un'unica soluzione limite, nel qual caso uno 
dei due numeri a\ e' non sarà nullo. 

OssBRVAZioNK. — Se il limite P fosse oo, basterebbe applicare all'equazione 
data la sostituzione a? = y -|- a. 

Applichiamo le cose dette all'esempio che si trova nel citato libro del M.-Z., 
a pag. 163. 

Si ha f(x) = (m — 1) a:« — 2 (m — 2) a; — (7m 4-1) a = — 1, P= + l 
a' = ^(p) = — 8m + 2 ; ò' = — 16«i ;<?'=— 4/ii — 6 ; A' = 16 (8m« — lOw + 3). 

I capisaldi della discussione dell'equazione in y sono — f> 0,^,1, l. 

II quadro della discussione è: 



Valori 
di fi» 


A' 


r 

a 

4- 


b' 


e' 


yi 


ya 


GONGLUSIOMI 

(Soluzioni del problemaì 


— 00 ... — 1 


— 


— 


nessuna soluzione 


m=-J 


+ 


+ 


+ 





— 





1 soluz. limite xt 


— 1 ...0 


+ 


+ 


+ 


— 


— 


+ 


1 soluz. ord. x% 


fn = Q 


+ 


+ 





— 




+ 


» 


0...1 


+ 


+ 


— 


— 


— 


+ 


> 


m = i 


H- 





— 






00 


1 soluz. limite Xi 


i...i 


+ 


— 


— 


— 


— 


— 


nessuna soluzione 


m = i 









— 


— 


— 


» 


i...| 


— 


— 


— 


— 






radici complesse - ness. soluzione 


m = i 





— 




— 


— 


— 


nessuna soluzione 


f ... + «> 


H- 


— 


— 


— 


— 


— 


9 



N. B. Nel prospetto che si trova a pag. 164 del libro citato è scritto xi in< 
vece di Xi. La ragione è ovvia. L'^^utore nella parte che riguarda la discussione 



delle equazioni chiama xi la radice 



— Ò-VA 



:a 



, come ho fatto io qui : invece nel- 



l'esposizione del metodo di Tartinville chiama xi la minore delle 2 radici. Le due 
indicazioni si equivalgono evidenlemente solo quando a è positivo. Del resto basta 
tener conto del segno di a per passare da un'indicazione all'altra. 

G. B. Zecca. 



(1) È bene avvertire che la considerazione del valore ao di y, può essere, quando si 
eliminata quando si osservi direttamente che l'equazione data avrà per radice fi ogui 
nell'equazione in y il coefficiente a' sarà nullo. 
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79- QUISTIONE A CONCORSO 



Nel piano d'un dato triangolo, determinare un punto, tale che 
le congiungenti di esso coi vertici incontrino gli assi de' lati opposti 
in tre punti allineati, dai quali i Iati rispettivi siano veduti sotto 
un medesimo angolo. 

R. Vebcellin. 

L* rtMhuiMi MvMW «tur* Invili* il ^rsT. Slullo LunrI n» pli Urti 4(1 30 » «tt««lr« IM7. 
U Blflliir* rMuloH uri piiMlMU hI n«iMri niDonilvl, ■ ■H'airton II ili. «otti, «cigll H lD 
fri >• fn>trl« «tlilHi, MMMri In rrmlo dM valimi (l er*it» HolutlclM k'--*"---- 



RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 822, 831, 832, 834, 839 e 840 



822. Dimoalrart U foifnnh che U»no cos (ni) t sen |ni) in funzione H 

co« n I sen n. snizn (are u»o delle formule che dànHo cob (Xi -f Xi -f . . . + x„| 

G. Cardobo-Layhbs. 
RImIuzìom. 

Le formule 

,.„,..,=(;).....„.-..-(;).„..e..-...('').„...».^..-.. 
Lo.M-(;).»-(;)...-...-.+(:)»....™-..-... 

per n=^2 si dimoatiann di re (tu in ente per vin geometricn senza difficoltà. 

AmmettiAmole veriiicnte pei- senftia) e vox(iii| e dimostriiino che valgono 
anche per sen (n 4* 1) <> e cos (n + 1| a. 

Siila: 

Ben [(H + !]»]- sen (fia + a) = Ben (tiaj con a + sen a cos ina) =^ 



SUPPLE'IENTO AL PEHIODICO DI MATEMATICA. 

>B H« + !)«] = eoa («« + a) = coH (n«) cos a - aen (««) sen : 



Inviarono lisoluzloiii di quest* questione i sigg. Bonginl e Gotta, R. 1. T. di 
Torino; Bujoreanu, Droiescu, Florlan, Potopeaiiu e Taodoreicu, L. di Floisli (Romniiia); 
D« Goni, R. I. T. di Venetia. 

Tutti quanti deducono le (1) dalla nota fotuiiiU di Moìvie 



S*tl> Costruire «n tiapeiio cnnosctndo lì' poaiiiont e grandtzta una drlh 
basi t il piiHlo d'incontro delie diagunati, e conoscendo la dìstama del punto d'in- 
contro dei tali non ]itiralltli dotta bine ilttiti. 

Cl'tohb. 

Rii«luiion«. 

Sia AB la base data; P il punto d'incontro delle diagonali, e d ìa distanza 
àei lati non paralleli dalla ietta AB. 

E noto che in ogni trapezio [ordinario, o iiilreeeialoì i punti medi dei lati 
paralleli, il puntu d'incontro delle diagonali e quello dei lati non paralleli sono 
in linea retta, i'erciù »e è il punto medio di AB, e r una retta parallela ad AB 
Avente da AB distanza eguale a d, il punto comune M alle due rette OP ed e 
sarà il punto d'iiicontto dei lati non paralleli. Se poi dal punto d'incontro C di AP 
e BM si conduce la parallela ad AU che incontri AM nel punto D, si ba nel 
quadiangolo ABCD il trapezio richiesta. 

l'oichè son due le parallele ad AB che hanno da AB distanza eguale a d, 
il problema ha due soluzioni; e com'è Tacile veiiiicare, del due trapezi che si 
ottengono, l'uno ha AB per base maggiore (quello pel quale il punto f e la 
tetta I' si trovano da una stessa parte della ietta AB); l'altra ba AB per base 

I due trapezi sono entrambi ordinari, o entrambi intrecciati secondo cbe il 
segmento d è maggiore o minore della distanza del punto P dalla retta AB. 

In particolare, se d è aguale alla distanza del punto P dalla retta AB, in uno 
dei trapezi la base CD si riduce ad un punto (il trapezio degenera In un triangolo); 
nell'altro la bnse CD è a distanza infinita. 

Inviarono buone risolu/ioni i sigg. Andri. S. 1. di r/c^n.-n; Baratta, B. I. T. 
di Mtsuiiia; Barberino, Cutore, Maugeri e Salvo, R. 1. T. di Catania; Btllomo. 
Forrarl, Lanternari e Magi, K. 1. T. di Aneona; Bonginl e Cotta, R. 1. T. di T'orino: 
BucMOBanu, Drosetcu-Glondro, Florian, Cara - Thatse . Potopeanu e Teodorescu. L. 
S.' Pietro e Paolo di Ptorsti (Koman'ta); Catlisliont, R. I. T. di Firemt; De Gonz, 
R, I. T. di Venezia: Longo di Xapotr, Mancia, 1. T. P. di S/iolelo; Martinetti e 
Sanenza, R. 1. T. di itilano; Moreau, Collegio della Badia Fiesolaua di t'ireme; 
Turola, R. I. T. di Mantova. 
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Alcuna di queste molmioni si basano sulla propoBÌiionì più comuni della 
geometrìa eleroentare; altie (quella dal Barberìno, Cuttre, Maugari, BucssneuMi, 
Cara-ThaiM, Draiascu-Glondro, Florlon, Potepeanu, Taodora$cu, Bonglnl e Cotti) sulle 
proprietà armoniche del quadrilatero completo, □ sul teorema di Desargues o »a 
quello di Ceva. 

11 8ig. Da Coni, ricava la costruzione del trapezio da una risoluzione analitica. 

Nessuno dei risolutori [a te necessarie osservazioni relative al uumero delle 
soluzioni del problema, ai casi che si presentano riguardo si trapezi ordinari e 
intrecciati, e ai casi limiti. 

Fu anche mandata una risoluzione errata. 

C. ClAI 



932* Dato un etrchio e un quadrilatero tntcriUo in ttto, 3 quadrato della 
terza diagonale i ugual* alla lomma dei quadrati dtlU tangenti condotte dai tuoi 
tetrtmi, e la diagonali alesta è uguale alla somma dell* due tangenti condotte dal 
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S30t Ritolvii* e, pvincipalmente, dUmtere il ugutnle proMima: ' Due atte 

* PA e P'A' ti eltvano ttrtieaUnfnte topra uno tUtto piano orizzontali: tvovart 
" tulla ritta PP', che patta ptr i loro piedi, «n punto laU eht l'angolo di tltia- 

* iione di A' »ia doppio di qutllo di A, conotetndo AP, A'F e PP .. 

G. Pisci. 



Si prendfi per orìgine il ponto P, por senso positivo quello che it P Tk 
verao P', e ai indicbi con X il punto cercato; per U natura del problema ì dae 
angoli dft considerare sono i due angoli acuti PXA e FXA', per cai, ponendo 
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quindi, deve essere 

— h'h^ (V — 2fc)< ; 

dunque si ha una soluzione di I specie se h' <Z 2/i, e questa soluzione si sa es- 
sere Xi\ 

Non possono poi esistere due soluzioni di I specie, perchè dovrebbe essere 

JL J 

of{^)>0, da cui h'<2h, e S < ?, ossia ^r- r7<0, da cui h'>2h. 

J/i — fi 

E neppure esiste una soluzione limite, non potendo essere f{oL)f[^) = 0. 

II) Affinchè esista una soluzione di II specie, essendo allora a = e ì = d, 
deve essere f(ct)f{9)<iO: ma dalla (1) si ha 

quindi deve essere 

- A' V (flt« - fc«) < 0, 

ossia d^hf inoltre a = h' -{'2h e quindi af{oL)<Z.O; dunque si ha una soluzione 
di II specie se d'^h, e questa soluzione si sa essere Xi. 

Non possono poi esistere due soluzioni di II specie, perchè dovrebbe essere 
af(aL) >> 0, e ciò è impossibile. 

Resta da esaminare se ci possono essere delle soluzioni limiti. Dovendo es- 
sere f{oL)f{^) = 0, si potranno avere delle soluzioni limiti solo se d = h; e sic- 
come, essendo ora 2 = , si ha 2 <C ? e inoltre af{oL) <^0, si ha una solu- 

zione limite di II specie se d = A, e questa soluzione è Xi = h. 

III) Affinchè esista una soluzione di III specie, essendo allora a = tje p = -|-oo, 
deve essere af{oL)<iO, ma dalla (4) si ha 

a = V — 2h, f(o^) = h' ((f« - A»), 
quindi deve essere 

(V — 2h) (rf* •^h^)h'<0; 

dunque si ha una soluzione di III specie se h' <Z2h e (i2>/r, ossia se V]>2A 
e d<Zh, e questa soluzione è Xi' nella prima ipotesi e xi^ nella seconda. 

Affinchè esistano due soluzioni di III specie deve, prima di tutto, essere 
af{oL) > 0, da cui o V >- 2fc e d >► A, V •< 2^ e d<Zh, Dovendo poi essere S >► a, 

ossia ^rr 77 !> d^ ciò è impossibile nella prima ipotesi, e quindi questa va 

esclusa ; e nella seconda ipotesi è possibile se h' >> d. Oltre a ciò deve anche 
essere A ]> perchè si abbiano due soluzioni distinte, e A = perchè si abbia 
una soluzione doppia; ma A = d* -f V — 2hh' ; dunque si hanno le due soluzioni 
di III sp., xi', x%, se si verificano contemporaneamente le tre condizioni h<^ìì<i 2h, 

d<Ch, d* >■ (2h — V) h\ si ha la soluzione doppia di III specie xi = X2 = ^rr — r? 

iifi — ti 

se invece della terza condizione si verifica Taltra d"^ = {2h — V) h\ 

Resta da esaminare se ci possono essere delle soluzioni limiti. Prima di tutto 

deve essere f(a) =3 0, e quindi d = A ; confrontando poi 2 con a, si vede che : 

per K <Z.h si ha la soluzione limite xi =h'y per h' =sh si ha la soluzione limite 

doppia xi = Xi' = h; per h'^h si ha la soluzione limite xi' = h e la soluzione 

hh' 

ordinaria x2=-^rr rr; ocl è di questa sola che si dovrà tener conto, essendo 

ih — h 

la soluzione limite x = h già compresa nelle soluzioni di II specie. 

Devesi, finalmente, per la (4), considerare separatamente il caso in cui sia 

h^ 
h' = 2A, nel quale la (4) stessa dà ^ = ~f'f quindi non si hanno soluzioni di 

I specie, e affinchè esista una soluzione di III specie deve essere x^d^ os- 
sia d<.h. 
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864. Si uniscono fra loro i centri dei quadrati costruiti esterna- 
mente sui lati d'un paialleiogrammo. Si dimostri che l'area del qua- 
drilatero così ottenuto supera Tarea del parallelogrammo della quarta 
parte delk somma delle aiee dei quadrati costruiti sui lati del pa- 
rallelogrammo. 

C. ÀLA31A. 

865. Trovare la condizione affinchè l'equazione: 

(«. + 0,i) X* + (fl, + b,i)x + a, + b,i = 

ahbia una radice reale. 

Enrico De Conz. 

866. Se n è un numero intero, il numero 



Inviarono risoluzioni le 8ig."« Frltnobo di Àquila e Villani. R. I. T. di Favia; ed i sig?. Anau e 
Cattigifonl. K. I. T. di Firtnsf: Barberino. HaugeH e Salvo, H, I. T. di Cutanin; BItoni e CoUlni di Fo*n: 
BoMjIni • Cotta, K. I. T. di Torino; Borine di J'ahrmo; CariMimo. Coli. Mazai-eiio di Jiumu; Ceofro, 
L. delift Badia di Cava; Booti L e F., R. I. T. di JC«Mina: Forrarl F. di Pavia; Forrari V. e Magi. 
R. L T. di Afieona; Ftoriao. L. di Piotati (Roroaiùa) ; BarMotto e Jogna, R L T. e Levi. R. L. Polo 
di Vtntdia; Bavottl di Ct-amoHa; fioota. R. L. di Cim^o; fioorrlnl, R. L. di Potaro; fiugliofml. R. I. T. 
dì Bari: Lopro, I. T. di Spettai Lombardi. R. L. di Pnlermo; Loroni e Bomoaza, R. L T e Prochownlek, 
Scuola Cavalli e Conti di MUano: ■aranglo, R. L. di Aquila; ■ioboletti, R. k di Vet-OHa; Baloala, 
L. P. di Ca4trta\ Boarpoal, R. I. T. di Perugia. (G. G.-L.) 

CURIOSI RESULTATI DI MOLTIPLICAZIONI 



9X9 

9X98 

9X987 



4-7=* 88 
-1-6 = 888 
+ 5 = 8888 



9 X 98765432 + = 88888888 



9 X9 -^81 

99 X99 =9801 

999 X 999 998001 
9999 X 9999 = 99980001 



9 X 7 =61 
99 X 77 =-- 76i»3 
999 X777 =776223 
9999 X 7777 = 77762223 



(^%\V At'ithtHÉtiqué aiMunantt, di Ed. Lucab.) 

S'invitino i lettori a dimostrare in generale le propoair.ioni dalle quali dipendono i risultati 
sopra trascritti. 



300. Un mercante ha 60 buoi e tanto fieno da bnstara per 90 giorni. Dopò 20 giurni egli 
vende 20 buoi; ma 15 giorni dopo vuol comprai'e tanti buoi in modo che il fieno gli basti ancora 
per 50 giorni. Quanti buoi deve eompi-are? 

«:f 0*7^. Un colonnello voleva disporre il suo reggimento in forma di quadrato. In nna prima 
prova avanzavano 88 nomini; mettendo un soldato pih per riga, per compiere il quadrnto manca- 
vano 57 nomini. Quanti erano i soldati ? {da varie raccolte.) 



'• Trovare due numeri interi e positivi che abbiano per somma un quadrato e tali clje 
la somma dei loro quadrati sia una quarta potenza. 

S-^Ol:^, Trovare due numeri ioterì e positivi tali che la somma di uno di essi col quadrato 
dell'altro sia un quadrato. ' 

^ 1 O. Trovare tre numeri interi e poaitlvi tali che le somme o le differenze di essi, presi 
duo a due in tutti i modi possibili, siano dei quadrati. 

(daìVAÌgebra di Eulrso.) 

3 1 1 • A quale altezza giunge il liquido in un vaso conico (altezza h. raggio di base »*) se. 
dopo aver gettato i>el vaso stesso un corpo sferico (mtrgio e) che risulta tancento alle pareti del 
vaso e tocca ia superficie del liquido, questo riempie completamente lo spazio vuoto ? 

(G. C.-L.) 

Le risoluzioni si accettano fino al 30 settembre p. v. 



Durante le va- 
canze sarà pub' 
hlicato : 



G. CARDOSO-LAYNES 
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